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INTRODUCCION
A LA EDICION ESPANOLA

El presente libro de problemas es la traduccién de la
segunda edicién de nuestro libro “Problemas de ecuaciones
diferenciales ordinarias”. Estd destinado fundamental-
mente para los estudiantes de los centros superiores de
ensefanza técnica y abarca casi todas las secciones del
curso de ecuaciones diferenciales para los centros superio-
res indicados.

El libro contiene 1000 problemas que se deben resolver
individualmente.

Al comienzo de cada apartado se da una exposicion
breve de las nociones fundamentales y se resuelven unos
ejemnplos tipicos.

Se presta ateacién fundamental a aquellas cuestiones
que no estan aclaradas con suficiente detalle en los cursos
existenles y que, como muestra la experiencia, son dificiles
para los estudiantes. Por ejemplo, se expone muy detalla-
damente el mélodo de las isoclinas para las ecuaciones de
primero y segundo drdenes, la aplicacion de las series a
|a resolucidn de las ecuaciones diferenciales, las soluciones
singulares, algunos problemas de estabilidad, ete.

A los autores nos causa gran satisfaccién el hecho de
que nuestro libro se traduzca al castellano y quedariamos
muy contentos si encontrase una buena acogida.

A. Kiseliov
M. Krasnov
G. Makarenko






§ I. CONCEPTOS
FUNDAMENTALES

Se Hama ecuacién diferencial una ecuacion que liga 1a
variable independienle ¥, la funcion incégnita ¢ = y(x)
y sus derivadas &', y”, ..., yi™, es decir, una ecuacién de
fa forma

Fle, 0,9, 4", ... y™) =0.

Cn otras palabras, se Hama ecuacicn diferencial una ecua-
cién en la que figura la derivada o diferencial de la
funcidn incdgnita.

Si la Tuncion incdgnita ¥ = y(x) depende de una sola
variable independiente x, la ccuacién diferencial se llama
ordinaria.

Por ejemplo:

1) %f—+‘\'!r==-0. 2) y"+ ¥+ x=cosx,
3) (24 ydx + (x + ) dy=0.

El orden de una ecuacion diferencial es el de la deri-
vada de mayor orden que figura e¢n la ecoacion. Por
ejemplo: la ecuacion diferencial ¢ 4 xy = ¢ es de primer
orden; la ecuacion diferencial y + p () = 0, donde p(x)
es una funcion dada, es de 2° orden; la ecuacién diferen-
cial g — xy"” = x2, es de 9 orden.

Se llama solucion de la ecnacion diferencial una fun-
cion y = @(x), delerminada en el intervaio (a, b) junto
con sus derivadas sucesivas hasta el orden n inclusive, tal

ue al hacer la sustitucién y = ¢(x) en la ecuacion di-
erencial, ésta, se convierte en una identidad con respecto
a x en el intervalo (a, b).

Por ejemplo, la funcién y = sen x + cos x es solucién de
la ecuacidn y” -+ y = 0. En efecto, derivando dos veces
esta funcion, se tiene:

¥ =rusx — sen x, 4= — $en X — cos X,



Sustituyendo en la ecuacion diferencial y” e y por sus
expresiones, resulta la identidad:

—senx—cosx - senx -cosx==0.

La grafica de una solucién de la ecuacién diferencial
se denomina curva integral de la ecuacidn.
La forma general de una ecuacién de primer orden es.

Flx, y, 4'}=0. n
Si en la ecuacion (1) es posible despejar y', resulta
g =j(x, ), (2)

que represenfa una ecuacign de primer orden, resuelta con
respecto a la derivada.

Teorema de existencia y unicidad.
Sea dada una ecuacién diferencial 3 = f(x, y), donde
la funcién f(x, ) esta definida en un recinto D del plano
XOY que contiene el punto

y (%o, yo}. Si la funcién f(x, ¥)
satisface a las condiciones:
M, / a) f(x, y) es una funcién
continua de dos variables x e
/- y, en el recinto D;
% b) f(x, y) admite derivada

parcial S continua con res-

L .—— pecio de x e y en el recinto D,

entonces, existe una, y solo una,

) solucién y = g@(x) de la ecua-

Fig. 1 cion dada que safisface a la
condicion ¥ |, = ¥,

La condicion ¢ I‘_n= Yo se llama condicion inicial,

El problema de la biisqueda de la solucidn de la ecua-
cién ¢ = f(x, y) que satisface a la condicién inicial
Y b, = Yy lleva el nombre de Cauchy.

Geométricamente esto significa que se busca fa curva
integral que pasa por el punto dado My(xo, #) del plano
XOY (iig. 1).

El teorema expresa las condiciones suficientes para la
exisfencia de solucidn wnica del problema de Cauchy para
la ecuacion ¢ = f(x, y), pero estas condiciones no son
necesarias. Precisamente, puede existir una solucién lnica

i0




de la ecuacién y = f(x, y) que satisface a la condicion
Y g, = Yq» @ pESAT de que en el punto (xe ys) no se
cumpla la condicién a) o la condicién b), o estas dos con-
diciones simullaneamente,

Ejemplo 1.
'=L
y y!'
; 1 af _ 2
Aqui, Flx Yl =75 5y =—7%

En los puntos (xq, 0) del eje OX no se cumplen las
condiciones a) y b) (la funcidn f(x, y) y su derivada par-

Hih

Fig. 2
cial - son discontinuas en el eje 0X), mas, por cada
punfo del eje OX pasa una sola curva integral y=

=V3{x — v (iig. 2).
Ejemplo 2.

y=uxy+e
El segundo miembro de la ecuacién f(x, y)=xy eV y
su derivada parcial g-[zx—- e~¥ son continuas con res-

peclo a x e g en todos los puntos del plano XOY. En virtud
del teorema de existencia y unicidad, el recinto en el que
!aoeycuacién dada tiene sclucidn (nica es todo el plano
XO0Y,

Ejemplo 3.
r 39
] #51/?
El segundo miembro de la ecuacion  [(x, ;,r)=—g-'|?—_'gfi
es una funcién definida y continua en ftodos los puntos del



plano XOV. La derivada parcial %’;=—&3—_— se hace infi-
nita para # =20, o sea, en ¢l cje OX, de modo que para
¥ = 0 se infringe la condicidn b) del teorema de existen-
cia ¥ unicidad Por cons;guicnle, es posihle que no haya
unicidad en los puntos del eje OX. Facilmente se com-

3
prucha gue la funcién g = (x";c) es solucion de la ecua-

vl cion  considerada,  Ademas,
; ¢, la ecuacion tiene la solucién
evidente y = 0. Asi, pues,
por cada punlu del eje OX
pasan al menos dos curvas
integrales y, por consiguien-
te, en los puntos de esie eje,
verdaderamente, queda in-
fringida la unicidad {(fig. 3).
. on tamhién lincas in-
Fig. 3 legrales las formadas por iro-
, zos de las pardbolas ciibicas
y= % ¥ los segmentos deleje OX; por ejemplo, las
lineas ABOC,, ABB,C,, 4,8,x, ele, De este modo, por ca-
da punto del eje OX pasan infinitas lineas integrales.
Aplicando el teorema de existencia y unicidad sedalar
en fos problemas que siguen los recintos en los que las
ecuaciones dadas admilen solucién finica.

L g’ =x?+4 % 2. y':i_

3. y=y+3Vy. 4 y=Vi—y.

5. 9 =VIF—y —x. 6. ¢ =VT—

7. y’=iT+;. 8. ¢ =seny —cos x.
9. y'=L~clgy. 10,  =Vi—g—1
Se llama solucion general de la ecuacion diferencial

{2) una luncién
y=qlx C), 3)

que depende de una constante arbitraria C y que cumple
las condiciones:

1) ésla satisface a la ecuacién (2) para cualesquicra
valores de la constante C;

12



2) cualguiera que sea la condicién inicial

U, =4 (¥ (%0} =4 (4)
siempre se puede asignar un valor Cp a la constante C
tal, que la funcién y = @(x, Cy) satisfaga a la condicién
inicial {4) dada Se supone que el punto (¥, y) pertenece
al recinto en el que se cumplen las condiciones de existen-
ciag unicidad de la solucidn.
e llama solucidn particular de la ecuacién diferencial
(2) a ia que se obtiene de fa solucién general (3) asi-
gns%o cualquier valor determinado a la constante arbitra-
ria

Ejemplo 1. Comprobar que la funcién y =x+ C es la
solucidn general de la ecuacién diferencial ' = 1 y hallar
la solucién particular que satisface a la condicién inicial
Ylz=p = 0. Interpretar geométricamente el resultado.

Solucién. La funcion y = x4 C satisiace a la
ecuacién dada para cualesquiera valores de la constante
arbitraria €. En efecto,

Y =(r 4y =1.

Consideremos una condicién iniclal arbitrariay oy, =
= yfs. Poniendo x = xy, y = yy en la igualdad y = x + C,
hallamos que € = yp — x¢. Poniendo este valor de € en la
funcién dada, se tiene: y =
= x 4+ yo— Xo. Esla funcién

b 4 4
salisface a la condicién ini- %
cial dada; en efecto, poniendo S
x=xg resulla y=ux,+ yo— "V
—Xo = yo. Asi, pues, hemos / (il 4

demosirado que la funcidn
y = x + C es la solucién ge-
neral de la ecuacién dada. .

En particular, poniendo
Xy =0, yp = 0, obtenemos la Fig. 4
solucion particular y = x.

La solucién general de la ecuacién considerada, o sea,
la funcién y = x -~ C, determina en el plano XOY una fa-
milia de rectas paralelas de coeficienle angular k= 1.
Por cada punto Mg(xo, o) del plano XOY pasa la anica
curva integral: y = x 4 yp— x5. La solucién particular
¥ = x determina una de las curvas inlegrales, a saber, la
recta que pasa por cl origen de coordenadas (fig. 4).

13



Ejemplo 2. Comprobar que la funcién y = Ce* es la
solucién general de ia ecuacidn y'— y =0 y hallar la
s?lucién pa;ticular que salisface a la condicién inicial
igag =

Solucidn. Se tiene y = Ce*, y = Ce= Poniendo en
la ecuacidn dada las expresiones de y e y, resulta,
Cex— Ce* = 0, o sea, la funcién y == Ce* satisface a la
ecuacién considerada para cualesquiera valores de la con-
stante C.

Asignemos una condicién inicial arbifraria y [, = o
Sustituyendo en la funcién y==Ce*, x e y por x yo
se tiene y,=Ce%, de donde C=ye~*. La funcién y=
=ye*~* salisflace a la condicién inicial. En efecto, po-
niendo x=x;, resulta y= yeos=
= . La funcidn y = Ce* es la
solucién general de la ecuacién
dada.

Para xp = 1, yy = —1, obtene-
mos la solucidn particular

y=—e*!

Geomélricamente, la solucion
general determina una familia de
curvas integrales que representan
las graficas de funciones exponen-
ciales; la solucién particular es

Fig. § la curva integral que pasa por el
punto Mp(l, —1) (fig. 5).

Verificar, en los ejercicios que se dan a continuacidn,
que las funciones dadas son soluciones de las ecuaciones
diferenciales indicadas:

Sen x
x

1. y= xy’ 4+ y=rcosx.

12, y=Co 45 %,
7+

13, y=24C VYT 22,
(1— &)y + xy=2x.

14. y-:lxl/l'—;a.

gy =x— 2%



15. y=g¥sents  xp'=ygytginy,

16, y=e* [efdt4-Cex, y — y==ets,
1
x

17. y=x Jf—el;idt, xy'=y 4 xsenx
0

18. y::x(J'-?‘;—dx-l-C). xy' — y=xe*

x=cos5t

19 =sen! } ¥+ gy’ =0
r=le , 3

20'y=e-'}' ({4 x)y' + P =0.
x = earclt

21. y=e—nrcclzi }' y-.xy’=0'
x=1Ini e

22. y=L@ni+1) }. y’ll‘lr_i-=4x.

x=Int 4 sen! } In o ;
23'y=t(l+sen1)+cas! v F=lng’senyl,
={ 4 arcsenl

24. y=-§-— VIi=% ‘ x=y' + arcsen .

x=f4e

F ,
25, y=_§_l,a+“_ 1) et l Yy e =x

Verificar que las functiones dadas son las soluciones
generales de las ecuaciones diferenciales indicadas:

c , e
s f —tgx-y=0.

26. y=
27. y=—ﬁ. y’=3f.
28, y=In({C +e*), y =exv.
29, y= VT —Cx, (4+y)dr—3xydy=0.
30. y=x{C—Inlx}), (x—y)dx-+xdy==0.



— il - L
agl. X=1l¢ ] = ———F e
Bl x=ye 4 ilnx—=Iny)

32 y=yInCy, y(x+ul=4

La relacion M (x, g, €)= 0, que de forma implicita de-
fermina la solucidn general, se llama integral general de
la ecuacion diferencial de primer orden,

La relacién que se ebtiene en la integral general al
atribuir a la constanie € un valor determinado, se [lama
integral particular de la ecuacidn diferencial.

El problema de resclucion o de integracion de una
ecuacinn diferencial consiste en hallar la solucién general
o la integral general de la ecuacidn diferencial conside-
rada. Si, ademas, se ha dado alguna condicidn inicial, se
pide lambién hallar la solucién particular o ia integral
particular que salisface a la condicién inicial considerada.

Como geoméfricamente las cnordreuadas X ey son equi-

iy

potenles, ademas de la cenacidn = (x, y) se con-

s i iz dx 1
siderard fambién la ecuacion S = —0o- .
iderard fambién la ecuacidn & T 0

Comprobar si las relaciones dadas son integrales de
las ecuaciones diferenciales indicadas o no lo son (C =
= const.):

3. eV —Cu=1, xy' 4 1=0ev
34. .rr‘=%+_%. -\';Fd,u+yad-\’=”7r-
35. &*— 4y 4 2xyt — ¥ =10,

(3x? — Bxy + 29"y dx — (4x* — dxy + 347 dy =0.
36. ¥+ 2Wx =107, y_qr” +-2xy'=y+ 1
37. arctg-:— —Inlc l/.r_“+—y2)=0,

(x+y)dx — (x—y) dy=0.

3

38 x=y [sent’d!, = xy" + y*sen 52
i
89. x [l ate=yiny,
i
xf +xlny=xsenx+ylngy



§ 2. METODO DE ISOCLINAS

La ecuacidn
o' =fle n

determina en cada punto (x, y) donde existe la funcicn
f{x, y), el valor de ¢’, o sea, el coeficiente angular de la
tangente a la curva integral en este punto.

Si en cada punto del recinto D sc ha dado el valor de
alguna magnitud, se dice que en el recinio D estd definido
el campo de esta magnitud

Por lo tanlo, la ecuacién diferencial (1) delermina un
campo de direcciones.

La terna de nameros (x, g, ¥') determina la direccién
de una recta que pasa por el punto (x, y). E! conjunto de
los segmentos de estas rectas es la represeniacion geo-
métrica del campo de direcciones.

El probiema de integracion de la ecuacion diferencial
(1) se puede interpretar asi: hay que hallar una curva
cuya tangente en cada punto tenga la misma direccidn
que el campo en este punte.

Frecuentemente, el problema de la construccién de las
curvas integrales se resueive introduciendo las isoclinas.
Se llama isoclina el lugar geométrico de puntos en los que
las tangenies a las curvas integrales consideradas tienen
una misma direccion. La familia de las isoclinas de la
ecuacion diferencial (1) se determina por la ecuacidn

flx, y)=¢k, (2)

donde & es un pardmeiro. Dando al parametre & valores
numéricos proximos dibujamos una red bastante compacia
de isoclinas, sirviendose de las cuales se pueden trazar
aproximadamente las curvas integrales de la ecuacion di-
ferencial (1).

Observacidén 1. La isoclina nula f(x, )= 0 pro-
porciona las lineas en las que pueden estar situados los
punios de maximo y de minimo de las curvas iniegrales.
Al trazar las curvas integrales, para mayor exactitud,
hallan también el lugar geométrico de los punios de in-

2-dd2 17



flexion, Para esto se halla y’; de {a ecuacién (1):

| af . __ df 1 at
¥ _W-FEI ===+Flx 3137_- (3)
y se iguala 4 cero. La lineca determinada por la ecuacién
af af
S+ =0 @

es, precisamente, el lugar geomeétrico de los puntos de in-
ilexion, si éstos existen

Ejemplo 1. Sirviendose de las isoclinas, trazar aproxi-
madamente las curvas integrales de Ia ecuacién diferen-
cial i = 2x — y.

Solucidn Para obtener lus ecuaciones de las iso-
clinas, ponemos y' = k (& = const) Se tiene:

2x—y=kh, o blen, y=2x—#k.

Las isoclinas son reclas paralelas. Para & = 0 se ob-

tiene la isoclina & = 2x. Esla recta divide el plano XOY

o en dos partes, en cada una

YU s M gedn-z de las cuales la derivada o

¥ tiene un mismo signo (fig. 6).

Las curvas inlegrales,

cortandose con la recla y =

= 2x, pasan de la region de

decrecimiento de la funcién g

LFys a la region de crecimienlo de

N N ————  ]a misma y viceversa. Por lo

1 tanto, en esta recla se en-

cuentran los punlos exlrema-

les de las curvas integrales,
los puntos de minimo.

Consideremos otras dos

isoclinas:

k=—1, y=2x+41

V

it

k=1, y=2x—1.
Fig. 6 Las tangentes, trazadas a
) las curvas integrales ea los
puntos de interseccion con las isoclinas A= — 1y k=1,

forman con el eje OX angulos de 135° y 45° respectiva-
mente. Hallemos ahora la segunda derivada: y* =
=2—y=2—2x44

18



La recta == 2x — 2, en la que " = 0, es la isoclina
que se obtiene para £ = 2, y a la vez es una curva inte-
gral, de lo que puede uno convencerse sustituyendo en la
ecuacion. Como el segundo miembro de la ecuacién consi-
derada f(x, y)= 2x — y, satisface a las condiciones del
teorema de existencia y unicidad en todo el plano XOY,
las demds curvas integrales no se cortan con esta isoclina.
Lg isoclina y = 2x, en la que sc encuertran los puntos
minimos de las curvas integrales, estd situada sobre la
isoclina y ==2¢ — 2, por lo cual, las curvas integrales que
pasan por debajo de la isoclina y == 2x — 2 no tienen
puntos extremales.

La recta y = 2x — 2 divide el plano XOY en dus par-
tes, en una de las cuales (la que esld situada sobre la
recla) ¥ = 0, v pour lo tanto, las curvas integrales tienen
dirigidas hacia arriba sus concavidades, y en la otra,
g << 0, y por consiguiente, las curvas integrales tienen
sus concavidades dirigidas hacia abajo. Como las curvas
integrales no se cortan con la recta ¥ = 2x — 2, ésta no
es el lugar peométrico de los punios de inflexidn, Las
curvas integrales de la ccuacidn dada no tienen puntas de
inflexidn.

La invesligacion realizada nos permile trazar aproxi-
madamente la Tamilia de las curvas inlegrales de ta ecua-
cion (fig. 6).

Ejemplo 2. Trazar, aproximadamente, las cutvas in-
fegrales de la ecuacidn diferencial ¢" == sen{x - y}, cm-
pleanda el método de isoclinas,

Solucidn Poniende y =k, donde %k = const, ce
ohiiene la ecuacidn de las iscclinas sen(x 4 y)= &, sien-
do —1 << k= 1. Para & = 0, se tene sen(x 4+ y)= 0, de
donde

y=—x-4n1 (n=0, £1, =2, ...} (H

Las tangenles a las curvas integrales en sus puntos
de interseccidn con estas isoclinas. son horizontales. De-
terminemos si las curvas integrales tienen extremos rela-
livos en las isoclinas y = —x +- nn, y cudles son: maxi-
mos 0 minimos. Para esto, hallamos la derivada segunda

yr=(14+ yleos{x + y)=[1 + sen(x 4 ¥} cos{x +
= 19



Para y = —x +- an, o sea, si x 4+ y = nn, se tiene:
y" = (1 + sennn) cos an = cos nnt = (—1)"

5in es par, resulla, y” = 0, y por consiguiente, las curvas
integrales tiencn minimos relativos en los puntos de in-
terseccion con las isoclinas y == —x 4 mn, donde n =0,
=+2, =4, ... si n es impar, resulta, ¥ << 0, y las curvas
integrales tienen maximos relativos en los puntos de in-
terseccién con las isoclinas y = —x 4 an, donde n =
=4+l +3 ....

Hallemos ahora las isoclinas:

k=—1, sen{r-y)=—1; y=—-—x-—-~3—+2ﬂn (2)

k=1, sen (v - yl=1; y=—x+%+2¢m (3)
(n=0, =1, =2, ...).

Las isoclinas son rectas paralelas con el coeficiente
angular igual a —1, o sea, que se corlan con el eje OX
formando con éste un angulo de 135° Facilmente se com-

prueba que las isoclinas y=— x-—%+2m (n=0x%,

=1, ...) son curvas infegrales de la ecuacién diferencial
considerada (para esto, es suficiente poner la funcidn
y=—x— % 4+ 2nn en la ecuacidn (1)).

El segundo miembro de la ecuacion dada, o sea, la
funcién f(x, y}== sen(x 4 ), satislace a las condiciones
del teorema de existencia y unicidad en todos les puntos
del plano XOY, por esto, las curvas integrales no se cor-
tan y por ende, no se cortan con las isoclinas y=— x—

—-g—+ 2. Por otra parte, Ia derivada y se anula si

| +sen{x+y)=0, o sea, en las isoclinas (2), vy si
cos(x + y)= 0, o sea, en las isoclinas (2) y (3} Al pasar
(de izquieida a derecha) por las isoclinas (3), ¥ cambia
el signo de mas a menos, Por ejemplo, si se considera la
“franja” comprendida entre las isoclinas gy = —x e y =

= —x ==, rezulta que en la isoclina y=—x + % se

tiene y"” = 0; bajo la isoclina, ¥ > 0, o sea, la concavi-
dad de las curvas integrales estd dirigida hacia arriba,
y sobre la isoclina, y” << 0, o sea, la concavidad de las
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curvas integrales esia dirigida hacia abajo. Por lo tanto,
las isoclinas (3) representan el lugar geométrico de los
puntos de inflexion de las curvas integrales. Los datos
obtenidos permiten trazar aproximadamenie la familia de

@ ¥ ERTErS ¢
Yoo 5 grenye ,(.f” y--;;! y.-pgx yauar 37
X A RN LT
- 3 A N
o

Fig. 7

las curvas inlegrales de la ecuacidn dada. Para mayor
exactitud, se deben trazar también unas cuantas isoclinas
(fig. 7).

Ejemplo 3. Aplicando el método de las isoclinas, tra-
zar las curvas integrales de la ecuacidn §' = y— x?
4 2x — 2.

Solucion Pongamos y = k(k = const). La ecua-
cién de las isoclinas es:

y—~x*+2x—2=Fk, o bien, y=a2—2x--3+4

Las isoclinas son pardholas con el eje vertical de si-
meiria x = |. Entre las isoclinas no hay curvas integra-
les. En efecto, poniendo en la ecuacién dada y=
=24 24k y =2x—2 se tiene, 2w —=2=
=x*—2x424+h—x?42x—2 o bien, 2x—2 ==~

Pero, cvalquiera que sea el valor de k&, esta igualdad
no puede verilicarse idénticamente con respecto a x.

Sea k == 0. En este caso, las curvas integrales tienen
tangentes horizontales en los punios de interseccién con
la isoclina y = x* — 2x + 2. La isoclina £ = (0, o sea, la
pardbola y = x? — 2x 4 2, divide el plano XOY en dos
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partes: en una de ellas y* << 0 (las soluciones decrecen),
mienfras que en la olra ' == 0 (las soluciones crecen).
Como esta isoclina oo es una curva inlegral, en ella estan
siluados los punlus de extremo relalivo de las curvas in-
legrales: fos punlos de minimo se encuentran en la parte
de la parabola y = x* — 2x 4- 2, ¢n que x << I, y los pun-
tos de maximo, en la otra parte de la misma, en que x > I,
La curva inlegral que pasa por el punto (I, 1), o sea, por
el vértice de la pardbola y = x* — 2x 4 2, no tiene ex-
P 20 lremo relativo en este punio.
Yo K51 Los coelicienies angulares de
las langentes a las curvas
inicgrales en los puntos de
fas isoclinas k=1, y=
=2 =243, vy b= —1,
y=x%—2x + |, son iguales
a 1 y —I, respectivamente.
Para averiguar las direc-
ciones de las concavidades
de las curvas integrales,
hallemos la derivada segun-
da. Se tiene,

> Y=y — 24 2=y —
42X — 2= 2 2=y — a2

Esla se anula solamente
Fig. 8 en los punlos situados en la
pardbola y = x%. Las curvas
integrales lienen sus conca-
vidades dirigidas hacia abajo (97 << 0) en los punlos del
plano XOY cuyas coordenadas satisfacen a la condicion
y<<x?, y sus concavidades dirigidas hacia arriba (" >0),
en los puntes, donde y > x¥*. Los punios de interseccidn
de las curvas integrales con la pardbola y = x2, son los
punios de inflexion de éstas. Asi, pues, la pardbola y = x?
es el lugar geométrico de los puntos de inflexién de las
curvas integrales.
- E1 sigu’ndo miembro de la ecvacion inicial f(x, y)=
=k i — &% 4-2x — 2" satisface’ a las condiciones . del teo-
rema de existencia y unicidad en todos dos puntos del
plano XOF, por lo cual, por cada punto del plano pasa
uita sola curva-integral de la ccuacién.
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Aplicando los resultados obtenidos, trazamos aproxi-
madamente la familia de las curvas integrales de la ecua-
cidn dada (fig. 8).

Observacidén 2. Los puntos de interseccion de
dos o mas isoclinas pueden ser puntos singulares de la
ecuacién diferencial (1) (o sea, puntos en los que el se-
gundo miembro de la ecuacién (1) no estd definido).

Examinemos la ecuacién y’na:-. La familia de las

isoclinas se determina por la ecuacidén *:- =k, Esta re-

presenta una familia de rectas que pasan por el origen de
coordenadas, de modo que en este punio se corian las
isoclinas que corresponden a diversas pendientes de las
tangentes a las curvas integrales. Facilmente se observa
que la solucion general de la ecuacion dada es de la forma
y = Cx y que el punto (0, 0) es un punto singular de la
ecuacion diferencial. En este caso, las isoclinas son curvas
integrales de la ecuacion (fig. 9).

Ejemplo 4. Aplicando el método de las isoclinas, tra-
zar las curvas integrales de la ecuacidn
Ll ¥ £
dc — g+x°

Solucidén. Poniendo y = k(& = const), obtenemos
la ecuacién de la familia de las isoclinas

y—x _
y+z_k'

Por lo tanlo, las isoclinas son reclas que pasan por el
origen de coordenadas O (0, 0).
ara k = —1, oblenemos }a isoclina y = 0 (el eje 0X);
para £ =0, la isoclina y = x; para K= 1, la isoclina
x =0 (el gje OY).
Examinando la ecuacién “invertida"

ix __ ytx
dy — y—=x

hallamos la isoclina y == — x, en todos los puntos de la

cual, las curvas integrales tienen tangentes verticales.
Todas las isoclinas de la ecuacién considerada se cor-

tan en el punto (0,0) (punto singular de la ecuacién).
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curvas integrales (fig. 10).

24

Sirviendose de las isoclinas obtenides frazamos las

Fig. 9

Fig. 10

Aplicando el mélodo de las isoclinas, trazar las curvas
integrales de las ecuaciones diferenciales siguientes:

40, y'=x+1

1. y'=x+y

2. y=y—ux

43. y’=l2(x-—2y+3}
4.y =(y— 1P

46. y'=@y—N=x

46, y' =x1— i

47, y' =cos (x — y)

48.
49.

y'=-=y-x’
y=x+2x—y
y+1
x—=1
x4y
Ko f

50, y' ==
51.
52.
53.
54, y=|—x

Y=

y=l—2xy
y=2—y

55.
56.
57.

63.

64.
65.

66.
67.

y=2—y
y'=(l—(l—ux
y =sen(y — 2x)

Yy =xt4ty



§ 3. METODO DE EULER

Con este método se puede hallar en el segmento [xo, b]
la solucién aproximada de la ecuacion ¥’ = {(x, y) que
satisface a la condicion inicial y|.=x =yo.

El método de Euler consiste en sustituir por una que-
brada de segmentos rectos la curva integral buscada de
la ecuacidn diferencial que pasa por el punto Mg(xs, o).

Dividamos el segmento (x, b] en n partes (no necesa-
riamente iguales} por los puntos xp << ¥ << X3 <<...<<
< Xp= b,

Tracemos, por el punto inicial Mq(xy, 5) de la curva
integral, una recta MM de coeficiente angular f(xg, o).
hasta el punto M,{x,, y,) de inlerseccién con la recta
¥ = x;. La ordenada del punto M, se determina por la
férmula

1= yo + [ (xa. o) (%) — Xo).

Tracemos por el puntoe M,(x;, g;) una recta MM, de
coeficiente angular f(x,, 1) hasta el punio Ms(xs, yo) de
interseccion con la recta x = x,. La ordenada del punto
M3 se determina por la [érmula

=y, 4 f(x, 1) (% — x)).

De modo analogo se determina el punfo M;(xs, g3), ete.
La ordenada del punto M, (¥, y.) se determina por la
{ormula

Yo = a1 F FXnmts Ynmi) (%0 — 20-))-

Los valores aproximados de la solucién de la ecuacidn
dada en los puntos Xy, Xa, ..., Xy SON: 4y, Y2, oo v\ Yn

Haciendo la construccion correspondiente se obtiene
una quebrada, denominada quebrada de Euler, que repre-
senta aproximadamente la curva inlegral que pasa por el
punto Mo(xq, yo) (fig. 11).

Generalmente, pura [acilitar los célculos y las acofa-
ciones se divide el segmento [xo, &) en partes iguales y se
hace }a notacién # = xy — x,_,. La magnitud & sc llama
intervalo de variacién del argumento.
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Se puede demosirar que, cumpliéndose ciertas condicio-
nes respecto de la funcion f(x, y), para # — 0 la solucién
aproximada proporciona la solucién exacta de la ecuacion

) dada que satisface a la con-
¥ dicién inicial y .., = yo.
Ejemplo. Aplicando el
método de las quebradas
de Euler, hallar en el seg-
mento [0, 11 la solucién
aproximada de la ecuacidn

Yy = 2x — y que satisiace

a la condicion y)i=po =
% = — |. Dividir el segmen-
; to [0, 1] en 10 partes igua-

Fig. 11 les y comparar los valores

de la solucion aproximada

en los puntos de divisién con los valores respectivos de la
solucidn exacta y = 2x — 2 4 e~

Sclucidn Los valores de las ordenadas gy, en los
puntos My (xx, yx) se calculan por la [érmuila

Yo=Y~y +F (amys Yimr) (. — Xx))
(k=1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10).

En este caso, f(&u-1, Ya—1) = 22%y—y — Y- y las diferen-
cias, y— Xp =Xg— X, = ... = Xp— X = h = 0,1, pues-
to que se ha dividido el segmento [0, 1] en 10 partes
iguales y, poroconsiguienle, Yr=yn_y +(2%e—1— yr=r}-0,1,

= L& e

Bl % | Pk pwp [(Fe=wph OV Wpay fuy=tx 24Tk
010 10 =1 1 0.1 —0,%00 -1
1]0,0]0,2|=~0,9000 | 1,1 0,100 —0,7900 —0,8052
2102|041 —07900 1 1,19 0,1190 —0,6710 —0,7813
3103|06{—=06710 1271 01271 —0,5439 ~{0,6692
40,4]|08]~05430 | 13439 0,13439 | —0,4095 —{,5297
5 |06 L0} —04095 14095 0,14085 10,2686 -0,3
6106 1,2|—0,2686 | |,4686 0,14666 0,1217 —0,2612
7107 14| =01217 | 1,6217 016217 003047  —0,1034
8|08 1,6 |—0,03047] 1,565 0,15695 0,1874 0,0493
909 1,8] —0,1874 16126 0,16126 0,3486 0,2066
10 | 1,0 2,0 | —0,3486 0,674

L4
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Los resultados de los célculos se escriben en una tabla,
en cuya fltima columna se sefalan los valores de la so-
lucién exacta y = 2(x — 1)+ ¢ * en los puntos de divisién
del segmento [0, 1],

Obsérvese que el método de Euler no es de gran preci-
5ién, a pesar de que, a veces, se obtiene vna exactitud
satisfactoria. Por ejemplo, para x = 0,5 el error absolufo
del valor de la solucion aproximada es:

A =| — 0,4095 + 0,3935 | = 0,0160;

el valor del error relativo es:

b 00160

—W-:O.O\BQ = 403,

Aplicando el método de Euler y empleando la regla de
calculo, resolver los problemas siguicentes:

69. Hallar para x =1 el valor de la solucién de la
ecuacion ¥’ = x% 4 2 correspondiente a la condicién ini-
cial yl_,=0 (h=0,2).

70. Trazar, aproximadamente, cn el segmento [l, 3], Ja
curva integral de la ecuacién y' = x 4+ y que pasa por el
punto M (1,2) y caleular y (3) (h = 0,2).

Para las ecuaciones que siguen, formar una labla de
los valores de la solucién que satisface a la condicién
inicial dada en el segmenlo indicado:

y

Moy ==L g(=1, [1,4] (h=0,5).
2.y =5, yO=1, [0.1] (h=0,1).
. y'=x"+4% y{®=0, [0,1] (A=0,1).
4. ¢ =1+ xp°, g0 =0, [0,1] (h==0,1).

By =aag =4, yO=1, (0.1}, (h=0,).

x
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§ 4. METODO
DE APROXIMACIONES
SUCESIVAS

Supongamos que se pide hallar la solucion y == y(x)
de la ecuacion diferencial

g =Ff(x y) (1)
que salisface a la condicién inicial
# ey = Yo (2)

Supondremos que en cierto rectangulo
Dffx—xy|<a, |y—yl<t}

con ceniro en el punto (xg yp), para la ecuacién (1), se
cumplen las condiciones a) y b) del leorema de existencia
y unicidad de la solucién del problema (1)—(2) (véase
la pag. 10).

La solucidn del problema (1)—(2) se puede hallar por
el método de aproximaciones sucesivas que consiste en lo
siguiente:

Se forma una sucesion de funciones {y,(x)}, deter-
minadas por las relaciones reiteradas

Ya® =g+ [Pl garOldt,  (1=1.2,..). (3)

x4

Por aproximacién nula go(x) se puede tomar cualquier
funcién que sea continua en un entorno del punto x = xy;
en particular, yo(x)= g, donde g, es el valor inicial de
Cauchy (2). En virtud de las hipctesis que se hacen con
respecto a la ecuacidén (1), las aproximaciones sucesivas
{yn(x)} convergen hacia la solli¢ion exacta de la ecuacidn
(1) que satisiace a la condicién (2) en cierto intervalo
xg—h << k << xp 4 h, donde

h=min (a. %) . ”

M= max |f(x, 4|
x =D



La cota del error cometido al sustituir la solucidn exacta
y(x) por la aproximacién n-ésima g, (x) es:

Mot
| 44x) — ga (R} < —— 1", (5)
donde
N = max —l.
|nmen|@5
Por el méiodo de las aproximaciones sucesivas hay que
defenerse en una n de modo que |yYnp — ya| no supere
al error permitido.
Ejemplo. Empleando el método de las aproximaciones
sucesivas, hallar la solucién aproximada de la ecwacién

y=x4 ya’
que satisface a la condicién inicial y|x—o = 0 en el rectan-
gub -l s, —Il<sy<s L

So]ucién_ Se tiene |f(x, y)|= x>+ y2 =< 2, 0 sea,
= 2. Tomamos por ki el menor de los nimeros a= |

F '— o sea, !:m%. Segin (4), las aproximaciones

. I
sucesivas convergen en el intervalo — F<x< % Estas
son:

iy (x) =10;

m(x}-=_[(ﬁ+yg)df=%1:
L]
yz(x)==j'[x’+y;=(:}]d;= j (4 DamZ 4 2

s (x) = “"-\"nglfﬂ’” _[ (F"‘ =k 3!:‘5 '1"%")‘”

oyl x5

s +& 5+ 375 78 T 5953

El error absoluto de la tercera aproximacién no supera
a la magnitud
1

s —y@I<3(3) 2 =g
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En este caso,
o | _. . i
N=mgx[-3y-[-—mgx| 2y |=2.

En los siguientes ejercicios hay que hallar tres apro-
ximaciones sucesivas:

78y =i — ¥l =0.
7. ¥=x+4 Yl—y =0.
8. y=x+uy Ul =1L
79 ¥ =2—22—3; gyl =2
80, xy'=2x—y; Uy =2

§ 5. ECUACIONES
CON VARIABLES
SEPARABLES
Y ECUACIONES
REDUCIBLES A ELLAS

La ecuacion diferencial de la formy
ol dy=f(x)dx (N

se tlama ecuacion con variables separadas
Las ecuaciones de la forma

@1 (2) by (1) dx = (%) W, () diy, @

en las que los coeficientes de las diferenciales se descom-
ponen en factores qué dependen solamente de x o soia-
mente de y, se Haman ecuaciones con variables separa-
bles.
Dividiendo por el producto g () g2(x) éstas se reducen
a ecuaciones con variables separadas:
[TRE] s (5} #
i 9= 4 @)




La integral general de esta ecuacidn tiene 1a forma
'1‘1 x) 4
T ) J- !‘;.rl dy=C. @)

Observacidn La division por ¢ (y)gz(x) puede
dar lugar a que se pierdan las soluciones particulares que
anulan al produclo ¥, () ga{x).

La ecuacién diferencial de la farn"]_\a

2L —flax+by+o),
donde a, b y ¢ son constantes, se reduce a una ecuacion
con variables separables haciendo la sustitucién
z=ax+ by +c.
Ejemplo 1. Resolver la eceacidn
Jeftgydr+(2—eTsec?ydy=
Solucidn. Dividimos ambos miembros de la ecua-
cién por €] producto tg y- (2 — e¥)
Je¥ dx + sec;yydg =0

2—et

Ha resullado una ecnacién con variables separadas, In-
tegrandola hallamos:

—3In|2—e"|4Inltgy|=C,.
Efectuando la potenciacién, obtenemos:
Al e o Blen |_%5_

|2—e F
De aqui,

=eb,

gy
e

Designando + % = C, se liene:

2l_e =C, o bien, lgy—C@E=e"P=0
Hemos oblenido la integral general de la ecuacién dada.
Al dividir por el producto tgy-(2—e*) se suponia
que ningunc de los factores se convertia en cero. Igua-
lando cada factor a cero, obtenemos, respectivamente:
y=kn (k=0 %1, £2,...), x=In2
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Sustifuyendo en la ecuacién inicial comprobamos que
Y = kn y x = In 2 son soluciones de esta ecuacion. Estas
pueden obfenerse formalmente de la integral general ha-
ciendo C =10y € = oo. Esto significa que la constante

C se sustituye porcl’, después de lo cual, la integral
general toma la forma

tgy—c%(z-—ew:o. o bien, Cylgy—(2—e"fF=0;
haciendo en la dltima igualdad C; =0, lo que corres-
ponde a € = oo, tendremos {2 —e¥)® =0; de aqui ob-
tenemos la solucién ¥ = In 2 de la ecuacién inicial. En
consecuencia, las functiones y = &n (k= 0, =1, =2,...)

y ¥ =112 son soluciones particulares de la ecuacion
dada. Por consiguiente, el resuliado final es

gy —=C(2—-e)P=0.
Ejemplo 2. Hallar la solucion particular de la ecua-
cidn
(t+ e yy'=e",

que satisface a la condicion inicial y|.—o = I.
Solucidn, Se tiene:

(14 ey e =e
Separando las variables, resulta:
vdy =55
Integrando, hallamos la integral general
Lo=in(l-e)+C. (1)
Poniendo en (1) x=0, lendremos %=]n 21 C, de donde

hallamos: C=%—]n 2. Poniendo este valor de C en (1),
obtenemos la integral particular

¥a2
y=in (1+Te] + L
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de donde la solucién particular buscada es: y=
=}/ n ”;E )!+1‘

__ Ejemplo 3. Hallar la solucién particular de la ecua-
cion

y'senx=ylny,
que salisface a las condiciones iniciales siguientes:
a) !d"h__u_=e- b} y' -2 =l
z

Solucidn, Se tiene

dy =z
FF senx=ylny.
Separamos las variables
dy _  dx
ylng — senx

Integrando, hallamos la integral general
In| lnylnlnllg §\+\nc

Después de potenciar, obtenemos:
£

Iny=C-tg5. o bien, y=e""7,

que es la solucién general de la ecuacién considerada.
kg
Clg=—
a) Pongamos ahora x =%‘ y=g¢, entonces, e=e *3,
l
De aqui que C= 1. Asi, pues, ymc TN
b) Hallemos ahora la solucién parfmular de la ecua-
cién que satisface a la condicién inicial y| » = L.
T

X

Poniendo C = 0 en la solucion general gr=ec %7 ob-
tenemos la solucion particular buscada. Obsérvese que
cuando se obtenia la solucion general, ia constanle C [i-
guraba bajo el signo del logaritmo, por lo cual, C = 0 se
puede considerar como valor limite. La solucion particu-
lar y =1 estd comprendida entre los ceros del producto
y-ln y-sen x, por el cual dividimos ambos miembros de la
ecuacion dada.
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Integrar las ecuaciones:

81, (1 4 4 dx + (1 4 22 dy =0.

82. (I 4+ ) dx + xy dy =0.

8. (P +xy?) Y + & — ya? =0,

84, (1 4+ p¥)dx=xdy.

85. xVI+47 +yy VI =0,

86. xVI—fFde+yVI—dy=0, yl_,—1.
87. e7¥(l 4y =1

88. ylnyde+xdy=0, gl _,=1.

89, y'=a"* (a >0, a5 1)

90. e¥(1 + xB) dy — 2x (1 + e¥) dx =0.

9L (I +e")yy'=e", yl|_,=0.

92, (1 + ) {e™ dx —evdy) — (I + y)dy=0.

83. (xy? — y? 4 x— 1) dx + (x*y — 20y + £* + 2y —

— 2%+ 2)dy=0.
9. y'=sen(v—y).
95, y' =ax+ by +¢ {a, b, c — const).
96, (x4 yFy =0’
o7 (1 —ylery’ +—E—=o.
I 3

98. (1 + ) dx=(y — VT+ 7)1 4 )7 dy.
99. xy?(xy’ 4+ y)=a’.
100, (x?y® -4 1) dx + 232 dy =0.

(la sustitucion xy =t).
101. (1 4+ #**) y - (xy — 1P xy’" =0.

(la sustitucion xy=1).
102. (¥ + y 4 x —2)dx + (x%* -+ ¥} dy =0

(la sustitucién xy=1)
103, (x%— 245 o 200 — 13 4 4x%) dx + (x4 —dx¥)dy =10

(la sustitucién gy == fx).

’ - (x4 )™
v+ = evor




105. (Inx + #*) dx — Bxf dy==0.

108. (xy 4+ 2xyIny+yiny) dx + 2xIny 4 x)dy =0
(la sustitucién xIny=i).

107. y— xu'=a(l + £%).

108. (@ + g dx + 2x Vax— 2% dy =0,
Y e =Y+

109. y +sen ‘;‘y =senx—;-*-"-.

Ejemplo 4. Hallar una curva que pase por el punio
(0, —2), de modo que la pendiente de la tangente en cual-
quiera de sus puntos sea igual a la ordenada del punto,
aumentada en 3 unidades,

Solucidén, Baséndose en el significado geométrico
de la primera derivada, obtenemos la ecuacidn diferencial
de la familia de curvas que cumplen la condicién pedida:

d;
w=y+3 m
Separando las variables e integrando, obtenemos la solu-
cion general
Inly+3|=x+C. (2)

Como la curva buscada tiene que pasar por el punto

(0, —2). o sea,
W mo==—2, (3)

de (2) determinamos el valor de C correspondiente a esta
curva: In|—2+43|=0+4C, o sea, C =0, de modo que
x = In|y 4 3|, de donde

y=—38+¢".
En virtud de la condicién (3), se debe tomar el signo mas:
y=e"—3.

Ejemplo 5. Un depdsito cilindrico de volumen V, estd
lleno de aire atmosfeérico, que se comprime de un modo
adiabédtico (sin irtercambio de calor con el medio que le
rodea) hasta que su volumen se hace igual a V.

Calcular el trabajo invertido durante Ja compresidn.
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Solucién. Es sabido que el proceso adiabatico se
caracleriza por la ecuacion de Poisson
£ [ Yoyt
Po —( v ) E: e
donde Vy es el volumen inicial del gas, pp es la presion
inicial del mismo y & es una magnitud constante para el
gas dado. Designemos con V y p, respectivamente, el vo-
lumen y la presidn del gas en ¢l momento en que el ém-
bolo estaba situado a ia altura #, y con S, el area de la
superficie del émbole. Entonces, al descender el émbolo
ent la magnitud dh, el volumen del gas disminuira en la
rbna'gnitud dV = Sdh. En esle caso, se realizard el tra-
ajo
dW = —pSdh o bien, dM= — pdV @

Hallandp p en la ecuacion de Poisson (1) y suslituyendo
en (2), oblenemos la ecuacién diferencial del proceso:

Png
v dav. (3)

dw’="‘

Integrando (3), se tiene:

av poVE
W=—puvgjﬁ=-w__%%r_~,+c. )

En virtud de la condicién inicial W {,_, =0, de (4) ob-
tenemos

oaVo
Coesnig ey

Por lo tanto, el trabajo de compresion adiabatica (desde
Vi hasta V) es:

W =L {52 — 1. (5)

Para V = V), resulta:
. Ve [f Voik=1
=l
_ l__lli. Hallar. una curva que pase por el punto (0, =2}
de modo que el coeficiente angular de la tangente en cual-
quiera de sus puntos sea igual a la ordenada del mismo
punto, aimentada tres veces.
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t11. Hallar una curva para la cual el area @Q, limitada
por la curva, el eje OX y las dos ordenadas X =0, X = x,
sea una funcion dada de u:

2in &
Qwa]na.

112, Un punto material de masa igual a 1 g se mueve
en linea recta debido a la accién de una fuerza que es di-
rectamente proporcional al tiempo, calculado desde el in-
stante { = 0, e inversamente proporcional a la velocidad
del punto. En el instante { = 10s la velocidad era igual
a 50 cm/s, y la fuerza, igual a 4 dinas. ¢Qué velocidad
tendra el punto al cabo de un minufo del comienzo del
movimiento?

113, Demostrar que la curva que posee la propiedad
de que todas sus normales pasan por un punto constante,
es una circunferencia.

114, Una bala se introduce en una tabla de i = 10 em
de espesor con la velocidad vg = 200 m/s traspasandola
con la velocidad v, = 80 m/s. Suponiendo que la resisten-
cia de la tabla al movimiento de la bala es proporcional
al cuadrado de la velocidad, hallar el tiempo del movi-
miento de la bala por la tabla.

115. Un barco retrasa su movimiento por la accidn de
la resistencia del agua, que es proporcional a la velocidad
del barco. La velocidad inicial del barco es 10 m/s, des-
pués de 5 s su velocidad serd 8 m/s, ¢Despues de cuinto
tiempo la velocidad se hara 1 m/s?

116, Demostrar que la curva para la cual la pendiente
de ia tangente en cualquier punto es proporcional a la
abscisa del punta de contacto, es una pardbola,

117. Segin la ley de Newlon, la velocidad de en-
friamiento de un cuerpo en el aire es proporcional a la
diferencia enire la temperatura T del cuerpo y la tempe-
ratura Ty del aire. Si la temperatura del aire es de 20°C
y el cuerpo se enfria en 20 min desde 100° hasta 60°
:dentro de cufnto tiempo su femperatura descendera
%lasla 30°2

118, Hallar la curva para la cual la pendiente de la
tangente en cualquier punto es n veces mayor que la pen-
diente de la recta que une este punto con ¢l origen de
coordenadas.
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119, Determinar el camino S recorrido por un cuerpo
durante el tiempo f, si su velocidad es proporcional al
trayecto, sabiendo que en 10 s el cuerpo recorre 100 m y
en 15 s, 200 m.

120. El fondo de un depdsito de 300 litros de capaci-
dad, esta cubierto de sal. Suponiendo que la velocidad con
que se disuelve la sal es proporcional a la diferencia entre
la concentracion en el instante dado y la concentracién
de la disolucion saturada (1 kg de sal para 3 litros de
agua) y que la cantidad de agua pura dada disuelve 1/3
de kg de sal por min, hallar la cantidad de sal que con-
tendra la disolucion al cabo de una hora.

121. Cierta cantidad de una substancia indisoluble con-
tiene en sus poros 10 kg de sal. Actuando con 90 litros de
agua se observé que durante | hora se disolvié la mitad
de la sal contenida. ;Cuanta sal se disolveria durante el
mismo tiempo si se duplicase la cantidad de agua? La ve-
locidad de disolucién es proporcional a la cantidad de sal
no disuelta y a la diferencia entre la concentracidn en el
instante dado y la concentracién de la disolucién saturada
(1 kg para 3 litros).

122. Hallar la curva que tiene la propiedad de que el
segmento de |a tangente a la curva comprendido entre los
ejes de coordenadas se divide por la mitad en el punto de
contacto.

123. Cierta canlidad de substancia, que contenia 3 kg
de humedad, se colocd en una habitacion de 100 m® de
volumen, donde el aire tenia al principio el 25% de hume-
dad. El aire saturado, a esta temperatura, contiene 0,12 kg
de humedad por 1 m® Si durante el primer dia la substan-
cia perdié la mitad de su humedad, ¢qué cantidad de
humedad quedari al finalizar el segundo dia?

Nota La humedad contenida en una substancia po-
rosa se evapora al espacio que la rodea con una veIocicr:d
que es proporcional a la cantidad de humedad que hay en
la substancia y es también proporcional a la diferencia
entre la humedad del aire que la rodea y la humedad del
ajre saturado.

124. Cierla cantidad de una substancia indisoluble que
contiene en sus poros 2.kg de sal se somete a la accién de
30 litros de agua. Después de 5 min se disuelve 1 kg de
sal. ¢Dentro"de cuédnto tiempo se disolvera el 999 dge la
cantidad inicial de sal?
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125, Una pared de ladrillos tiene 30 cm de espesor.
Hallar la dependencia de la temperatura de la distancia
del punto hasta el borde exterior de la pared, si la tem-
peratura en la superficie interior de la misma es igual
a 20° y en la exterior, a 0°. Hallar también la cantidad de
calor expedida por la pared (por | m?) al exterior durante
un dia. '

Nota. Segiin la ley de Newton, la velocidad Q de
propagacion del calor a través de una superficie 4, per-
pendicular al eje OX, es: Q=— ks%, donde & es el
coeficiente de conductibilidad térmica; T, la temperatura;
t, el tiempo y S, el drea de la superficie A; (k# = 0,0015).

126, Demostrar que la ecuacion i—i =% con la condi-
cién inicial y|z=¢ = 0 tiene infinitas soluciones de la for-
ma y == Cx. Esta misma ecuacién con la condicién inicial
§|x=0 = Y5 % 0 no tiene solucién alguna. Trazar las cur-
vas inteprales.

127. Demostrar que el problema

d
L=y Ilee=0

tiene al menos dos soluciones para 0 << a << | y una para
& = 1. Trazar las curvas integrales para e =—,:, L
128. Hallar la solucién de la ecuacion

2 —yilmy ' (a>0),

que satisiace a la condicion inicial y|,=9 = 0. ¢Para qué
valores de g tiene solucidn dnica?

129. Demostrar que las tangenies a todas las curvas
integrales de la ecuacidn diferencial

VHylgx=xigx+41

en los puntos de sus intersecciones con el eje OY son pa-
ralelas enire si, Determinar el angulo bajo el cual se
cortan las curvas integrales con el eje OV,

Integrar las siguientes ecuaciones diferenciales:

130. cosy'=0.
131, e¥’ = 1.
132. seny’'=x.



133, Iny’ = x.

134, tgy'=0.
135. e == x,
136. gy’ =1

He aqui algunos problemas en los que se necesita
hallar la solucién particular conociendo el comporta-
miento de la solucién para x — oo,

Ejemplo. Hallar la solucién de la ecuacién
Bseny .y’ =2, 4]
que cumple la condicién

y-»i:}cuanda X — 00, (2)

Solucidn. Separando las variables e integrando,
hallamos la integral general de la ecuacién (1):

cosy——ﬂ?l,-+(.‘.

La condicién (2) nos da: cos%m C, sea, C =10, De este

modo la inlegral particular tiene la forma: COSy::Fl

A ésta le corresponden infinitas soluciones particulares de
la forma

y-=-|_~arccosx—1,+2m. ne=(), =1, =2, .., (3)
Entre estas soluciones hay solamente una que cumple la
condicién (2). Esta se halla pasando al limite en 1a igual-
dad (3) Ipara X — co.

Resulta:
§= 4 arccos0 4 2nn, o bien, %=i l;-—l— 2an,
De aqui que
i 1
T=x5+2n (4)
Fécilmente se observa que (4) tiene dos raices: n=0
yn =%; la raiz n =y que corresponde al signo menos
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1 N
ante arc cos —r no vale (n tiene que ser entero o igual a

cero). Por lo tanio, Ja solucion particular buscada de la
ecuacién (1), es:

I
= arccos =

En los siguientes ejercicios hay que hallar las solu-
ciones de las ecuaciones que cumplen las condiciones in-
dicadas para x ~ o= oo,

137. X% cosy+ 1=0, y—r-laiu. X —> - oo:

138. % 4 cos2y=1, y—»-{,—?—n. X = 00,

139, ¥ —seny=1, y—5n, x—oo.

140. {1+x*}y’—|§cos‘22y=0. y—»%n,x-—r—m.

141, ev=¢e%¥y 4+ 1, y es acotada para x— - co.
142. (x+1)y"=y—1, y es acotada para x— + co-
143. y'=2x(n+y), y es acotada para x— oo.

144, »% +sen2y=1, y-r%n, X = - o0,

§ 6. ECUACIONES
HOMOGENEAS
Y REDUCIBLES A ELLAS

Una funcién f(x, y) es homogénea de grado n en sus
argumentos si se cumple la identidad

Flix, ty) =t7f (%, y).

Por ejemplo, f(x, y)=x*+ y* — xy es una funcién
homogénea de segundo grado, puesto que f{fx, ly)=
= (ix)? +(ty)? —(tx) (ty) = 2(x* + 4* — xy} = Pf(x, y).
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Para n = 0, se tiene una funcidn de grado cero. Por
—_yt
ejemplo, f(x, y)= :i_'_;, es una funcién homogénea de
grado cero, puesto que

)=y Pt —ygh)  xP—y?
Hex. )= Gy = mirE gy = T = 9

Una ecuacion diferencial de la forma %i—r =f(x, y) se

llama homogénea si f(x, y) es una funcién homogénea de
grado cero en sus argumentos. La ecuacién homogénea
siempre se puede representar en la forma

L —]
L=o(4). (1)
Introduciendo una nueva funcién incégnita u =%. la

ecuacion (1) se reduce a la ecuacién con variables sepa-
rables:

d
.\'ﬁ=q}(ﬂ)-—-ﬁ‘

Si 4 = g es una raiz de la ecuacion g(u)— 1 = 0, la so-
lucién de la ecuacién homogénea es, u = u;, o bien,
4 = upx (recta que pasa por el origen de coordenadas).
Observacidn. Al resolver las ecuaciones homogeé-
neas no es indispensable reducirlas a la forma (1). Se
puede hacer inmediatamente la sustitucion g = ux.
Las eccuaciones de la forma

g ... u.x+u‘hy+c.]
x (mx+b,y+c, @

se reducen a homogéneas trasladando el origen de coor-
denadas al punto (%, yo) de interseccion de las rectas

ax+by+e=0 y ax-+by+e=0
Esto se consigue haciendo la sustitucién de las variables:
*=E+xn y=n+yo
El metodo indicado no es aplicable cuando las rectas

axdby4c =0y ax+ by +¢;=0 son paralelas.
Pero, en este caso,
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y 1a ecuacién (2) se puede escribir en la forma

dy axtbyte ] _
rrald [Mulx+b|y)-+-cz] SPEH ) @)

estudiada en el § 5.
Si la ecuacién diferencial viene expresada en la forma

P(xl y] dx +'Q{X, y} dy= 0,

serd homogénea si P(x, y) y Q(x, ) son funciones homao-
géneas de un mismo grado.

A veces, la ecuacién se puede reducir a homogénea
mediante la sustitucién de la variable y = z*. Esto ocurre
cuando todos los términos de la ecuacién son de un mismo
grado, atribuyendo el grado 1 a la variable x, el grado «

a la variable g, y el grado o — | a la derivada :—f.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién

2 =VE=F+y.
Solucidn. Escribamos la ecuacion en la forma
s —(EV L ¥
¥ "_1/1 (x) T
Como la ecuacién es homogénea, hacemos u =—z—
o bien, ¥ = ux. Entonces, y’ = xu’ 4 w. Sustituyendo en

la ecuacidn las expresiones para y e y', obtenemos

X—==

du ey
E V1—ut
Separamos las variables

du dx

T s
De aqui, integrando hallamos:
arcsent ==Inf x |+1nC, (C; > 0), o bien, aresenu=1InC,| x|,
Como C,] x |== % C;x, haciendo la notacién +C,=C,
obtenemos arcsenu=InCx,
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b T
donde [InCx |< 5. o bien, &2 < Cx<e?. Sustituendo u
par tendremos la integral general

arcsen ? =InCx.

Por consiguiente, 1a solucidn general es; y = x sen In Cx.

Al separar las variables dividiamos ambos miembros
de la ecuacion por el producto x }'1T— &2, por lo cual, se
podrian perder las soluciones que convierten en cero sus
factores. Pongamos ahora x=0 y ¥ T—u?=0. Pero
x=0noes §01uci6n de la ecuacidn, debido a lo cual re-
sulta, | —4z =0, de donde y = = x. Con una prueba
directa nos convencemos de que las funciones y = —x e
Y = x son soluciones de la ecuacidn. Estas son soluciones,
singulares de la ecuacion dada.

Ejemplo 2. Resolver la ecuacidn
(x+y—2dx+(x—y+4)dy=0. (0

Solucidén Examinemos el sistema de ecuaciones al-
gebraicas lineales:

x4+y—2=0 }
x—y+4=0
El determinante de este sistema

1 1 s
dz!l —1 I=—- =0.

El sistema tiene solucién tnica: ¥; = —1, ¥ = 3. Hace-
mos la sustituciéon x =EF— 1, y = v 4+ 3. Entonces, la
ecuacion (1) toma la forma

E+ndE+{E—nldn=0.

Esta es una ecuacién homogénea. Haciendo n = ut, obte-
nemos

(E+E)dE+(E—&u)(Edu+udf) =0,

de -donde
(1 4 26 — @) di £ (1 — ) dig = 0.
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Separamos las variables

dt l—u )
T+—_i+2u—u= du=0.

Integrando, hallamos

Mg+ 5o 1 +2u— @ |=InC; £ (1 42— u)=C.

Volviendo a la variables x, v, obtenemos:

(x4 112 |+2L3__!£:_"’L']__.CI_

P =+ 17
o bien,

P42y — it —dx +8y=C, (C=C, + 14).

Ejemplo 3. Resclver la ecuacidn

(x+y+ Dde+(2x 42y — 1) dy =0

Solucién. El sistema de ecuaciones algebraicas li-

neales
x+y+i=0}

2x+ 2y~ 1=0
es incompatible. El determinante del sistema
1

s g|=Y

A==

En este caso no es aplicable el método empleado en el
parrafo anterior, Para integrar la ecuacién hacemos la

sustitucion

i4y=2z2 dy=dz—dx.
La ecuacién toma la forma

(2 —z)dx + (22— 1)dz=0.

Separando las variables obtenemos

2z =1

=3 dz=10.

dx—

De aqui que
x—22—3Injz—2|=C.



Volviendo a las variables x, y, obtenemos la integral
general de la ecuacién dada: x -+ 2y -+ 3Inje-+y—2|=

=

Ejemplo 4. Resolver la ecuacidn
(x*y* — 1) dy 4 2xyPdx = 0.

Solucién Hacemos la sustifucion y = 2=, dy =
= @2z*!'dz, donde por ahora « es un niomero arbitrario
que se elegird a continuacién. Sustituyendo y y dy en la
ecuacién por sus expresiones, oblenemos:

(1222 — |)az®~Tdz 4+ 2xz"%dx =0.
o bien

(x2ghe—! — 20— gdz 4 22290 dx =0.
Obsérvese que el grado de x22%' es 243 — | = 3a 41,
el grado de z*' es « — | y el grado de x2* es | 4 3a. La
ecuacién obfenida sera homogénea si los grados de todos
los términos resultan iguales, es decir, si se cumple la
condicion 3¢ 4 | = a — |. De aqui que o = —1.

Por consiguiente, tenemos y=lz la ecuacidn inicial

toma la forma
i z x
[7,-——;‘-,-)d2+2;;-dx=u0,
o bien,
(z' — x*)dz + 2zx dx=0.

Pongamos ahora z = ux, dz = udx 4 x du. Enionces,
esta ecuacién toma la forma (w?—1)(udx 4 xdu)+4-
+ 2udx = 0.

De donde
w4+ dx + x (1> — )y du=0.

Separando las variables en esta ecuacién, obienemos:

dx ut— | e
ey =0

Integrando, hallamos:
Inlx|+In(+ 1)=Inlul=InC,
o bien,

2atl) -
[
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Sustituyendo u por —l. obtenemos la integral general
X

de la ecuacion considerada: 1 4+ x%2 = Cy
La ecuacién tiene ademis la solucion trivial y =0,
que se obtiene de Ja integral general escribiéndola en la

forma y:-‘—'tgi y pasando después a limites para

C — oo, Por consiguiente, la funcién y =0 es una solu-
cién particular de la ecuacién dada.
Integrar las ecuaciones:

145.

1486.

147.

148,

149.
150.
151.
152,
153.
154.
155.

156.
157.
158.
159.
180.
161.
162.

163.

164,

165.
166.
167.

4x — 3y + 4y’ (2y — 3x)=0.
sy =y+ ViF— 2.
A5 — xy 4+ g+ y" (* — xy + 4y") = 0.
4x* + xy — 3y° + ' (= 5x* + 2xy + 4*) =0.
y’=V;"I_Ly5-
2xy’ (1% + p) =y (4 + 25°).
w=VyF—=.
ax® 4 2bxy + ey + y' (bx* 4 2cxy + [47) =0.
(y* — 3x%)dy = — xy dx.
yPdx +2(x*— xy?)dy=0.
(y— xy' P =244~
Ix+y—2+y(x—1)=0
2x+ 2y — 1+ y'(x+y—2)=0.
By —7x+T)dx — (3x — Ty — 3)dy=0.
(y+uy V¥ 1) dx+2xdy=0.
dxytdx + (3x% — 1) dy=0.
(x4 4% dx 4 (3y° — 3y°x} dy =0.
2(x2y + VTF 24 )dx + ¥ dy=0.
(2x — 4y)dx + (x +y — 3)dy=0.
(x—2y— )dx +(3x — 6y 4+ 2)dy ==0.
(x—y-+3Nde+4+Bx+y+1)dy=0.
(x+ydx+(x+y— 1)dy=0.
yosx dx 4 (2y — sen x)dy =0.
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168. (x - ycosf]dx 4 x.cos-i"-dy:&
1689, yw*dy + 3y°xdx + 2x3 dx=0.
170. ydx+ (2 Vg — x)dy=0.

171, Hallar una curva que posea la propiedad de que
la magnitud de la perpendicular bajada del origen de co-
ordenadas a la tangente sea igual a la abscisa del punto
de contacto. '

172. Hallar la curva para la cual la razon del segmen-
to interceptado por la tangente en el eje OY al radio-vec-
for es una cantidad constante.

173. Empleando coordenadas rectangulares, hallar la
forma del espejo si los rayos que parien de un punto dado,
al reflejarse, son paralelos a una direccion dada.

174, Hallar la curva para la cual la longitud del seg-
mento interceptado en el eje de ordenadas por la normal
a cualquiera de sus puntos, es igual a la distancia desde
este punto al origen de coordenadas.

175. Hallar la curva para la cual el producto de la
abscisa de cualquiera de sus punios por la magnitud del
segmento interceptado en el eje OF por la normal, es
igual al duplo del cuadrado de la distancia desde este
punto al origen de coordenadas.

§ 7. ECUACIONES LINEALES
DE PRIMER ORDEN
ECUACIONES
DE BERNOULLI

Se llama eciacion diferencial lineal de primer orden
a la que es lineal con respecto a la furicién incdgnita y su
derivada. Esta tiene la forma

—ﬂ”;+P(r)y=¢(x). (n
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donde p(x) y g(x) son funciones continuas de x en la re-
gién en gue se pida infegrar la ecuacién (l).

Si q(x)#= 0, la ecuacion (1) se llama lineal no homo-
génea. Si g(x)= 0, se dice que la ecuacién (1) es lineal
homogénea. Esta fltima es una ecuacidén con variables
separables y posee la solucion general

gzce'j’m"’ @

La solucién general de la ecuacién lineal no homogé-
nea se puede hallar por el método de variacion de la cons-
tanie, seglin el cual se busca una solucién de la ecuacidn
(1) de la forma

i == ¢ (x) e'f iz
donde ¢(x) es una funcién incognita nueva de x.

La ecuacion (1) se puede infegrar también del modo

siguiente. Hacemos

y=u(x)v(x). (3)

Poniendo (3) en (1), después de las transiormaciones
obtenemos:

wotu(py 4 o) =g(x). (4)

Determinando v{x) de la condicién o' + pv = 0, ha-
ltamos después la funcidn u(x) resolviendo la ecuacién
(4), obleniendo, por consiguiente, la solucién y = uv de
la ecuacion (1). En este caso, v(x) es una solucién parli-
cular cualquicra de la ecuacidn v’ 4 pv = O (distinta de
la solucién trivial v == 0).

Observacioén Puede ocurrir que la ecuacién dife-
rencial sea lineal respecio a x, considerada esta variable
como funcién de y. La forma normal de tal ccuacidn es:

dx
a Frimx=qg(.
Ejemplo 1. Resolver la ecuacion
¥+ 2xy =2xe— ", (5)

Solucidén. Apliquemos el mélodo de variacion de la
constante, Consideremos la ecuacién homogénca

Yy +2xy=0,
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correspondienfe a 1a ecuacién no homogénea dada. Esta
€s una ecuacion con variables separables. Su solucién ge-
neral tiene la forma

y=ce~*,
Buscamos la solucién general de la ecuacién no homo-

génea en la forma
y=c(x)e=* (6)

donde ¢(x) es una funcién incdgnita de x,

Poniendo (6) en (5), obtenemos ¢’(x)= 2x. De donde
¢(x) = x? 4- c. Resumiendo, la solucién general de la ecua-
cidn no homogénea es

y=(x*+c)e-7,
donde ¢ es la constante de integracion.
Ejemplo 2. Resolver la ecuacidn

dy . 1
dx T xcosy+ senly

Solucidn, La ecuacién dada es lineal, considerando
x como function de g:

dx
P T xcosy =sen2y. N

Buscamos la solucién general de la ecuacién en la.
forma x = u(y)-v(y). Se tiene
dx du do
@ =yt

Sustituyendo x y -:—:T en ecuacién (7), obtenemos

du do o
Ud—y—l— u(d—y—ucosy)—senQy.
Hallamos v({y) de la condicion
e T sy=0
3y —veosy=0.
Tomamos cualquier solucién particular (no trivial) de esta
ecuacion, por ejemplo v(y) = e== v, Entonces,

gitn H—:;— =sen 2y.



De donde
u= J‘ e~tn¥sen 2y dy == — 2e— ¥ (1 4 sen y) - c.

Por consiguiente, la sotucién general es
x=ce*V —2seny— 2,

Ecuacién de Bernoulli. Esla es una ecuacién de {a
forma

L y=q(0 " (8)

donde n 5= 0, 1, puesto que para n =0y n = | esla ecua-
cién es lineal. La ecuacién (8) se reduce a una ecuacién

; . —— i .
lineal haciendo la sustitucién 2 =——. Pero resulta mas

conveniente resolver la ecuacién de Bernoulli haciendo la
sustitucién (sin reducirla a lineal) y = u(x)v(x).

Ejemplo. Resolver la ecuacién de Bernoulli:

x4+ y=ylnx
Solucidn Hagamos y = u(x)v(x). Tendremos
xou’ 4 u (xv’ vy =u%?lnx.
Hallamos la funcién v{x) como solucidn particular de
la ecuacion xv' 4+ v == 0. Resulta, v [x)=—;-. Entonces,
u’=:—:in x. Separando las variables e inlegrando, ob-

tenemos

1 In x In x 1
——= | A dy=— 2 ¢,

u ¥ x x
0 sea,

. x
S gy Tl

La solucidn general de la ecuacidn es:

1
= I+ex+nx"’
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[ntegrar las ecuaciones:

176,
177
178,
179.
180.
181.

182,

183,
184,

185.
186.
187.
188.

189.
190.
191.
192.

193.
194,
195.

196.

197.

198.
199. ¢

i 42y =1 2.

(22— y —(x+Dy=x—1.
xlny -y —y=x33Inx— L)
(a*— )y’ - xy = a*,

2xy’ — =32,

(x4 Ddy — 2y +{x -+ 1)']dx = 0.
S

T oxseny-2senly’

y' — 2xy =2xe®,

O Dy 20— [y =2
4"+ i cos X = sen x cos &, Yl,=1
Ky’ —(L+1nx) g5 VEE + 10 x) =0,

| S g— x‘
3xy 2_;,1——!;,-,

¥

)
£

r 1
M =TT
(vg + )y’ = 1.
y— y=2xe*t",
xy’'=y 4 x*sen x.
Ky’ + 203 = y? (1 + 24%),
ey

5":12_?7_{‘2'
2senx -y 4 ycosx = y*(xcosx — sen x).
o 3xt
ST
1
X+ —= oy
= 2 —_— yt ?
¥ty — T
B4t (x4 1)
¥ ¥4al 1 x(@—a?)
3,‘)’ +yx(x:_ax) _'? P
(I o0gtomsy + A"
v+ =— gl 1P



200.
201.

202.
203.
204.
205.

206.

207.

(L 24 Vdy + xypdx=0.

V==

2yiny +y—x
xx—Dy +y=x2x—1).
¥ —ytgx=secx, yl_,=0.
yeosytseny=x-+ 1
4 +seny+ xcosy 4+ x=0.
Y= =t (L A

J. @ (ux) de=ng(x).
a

208, y’ - xsen2y = xe~*cos?y (la sustifucioni=tgy).

En los problemas que se dan a continuacion hay que
hallar las soluciones de las ecuaciones que satisfacen a las
condiciones indicadas:

209.

y — 2xy=cosx — 2xsenx,
y es una funcién acotada cuando x— oo,

210, 2Vx ' —y=—senVx —cos V¥,

211.

212.

213.

214,

215.

2186.

y es acotada cuando ¥ — + oo,
g —yln2=2"""(cosx — 1)In2,
i es acolada cuando x — 4 co.
22" — xy==2xcos x — 3 senx,
y-=0 cuando x— -+ oo.
ysen x — f cosx = — %.
i =0 cuando x — oo,

(14 <91+ 23 ¢ —2xy = In{14+-x*)—2xarelg x,

14
y—~—g cuando x— — oo,

y’—e‘y=—%sen%—c’cos-}.
y—2 cuando ¥ —» — 00,
y—yglnx=—(142Inx)x%
y-+0 cuando x — 4 oo,

43



§ 8. ECUACIONES
DIFERENCIALES EXACTAS
FACTOR INTEGRANTE

La ecuacion diferencial de la forma
M(x, yhdx + N (x, y)dy=0 (1
se llama ecuacidn diferencial exacta si su primer miembro
es la diferencial total de una funcién u(x, y):

du du
de—{—Nrnydumé?dx +d_ydy‘

La condicién necesaria y suficiente para que la ecua-
cién (1) sea una ecuacién diferencial exacta es gue se
cumpla la condicion

M aN
dy =TIz 2

{en un recinto simplemente conecxo D de variacion de x,
4). La integral general de la ecuacion (1) tiene la forma
w{x, y)y== C, o bien,

x ¥
[ Mix, p)dx+ [ N(x pdy=C. (3)
Xy &

Ejemplo. Resolver la ecuacidn diferencial
(sen xy + xycos xy) dx + x*cos xy dy = 0.

Solucidn. Comprobemos que la ecuacion dada es
una ecuacion diferencial exacta. Se tiene

oM __ @ .
b s (sen xy + xy cos xy) =

=xc0s xy - x cos xy — x2y sen xy = 2x cos xy — ¥y sen xy,

% = 6% (x% cos xy) = 2x cos xy — x*y sen xy,
0 sea,
oM _ AN
ay ax °
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Como vemos, se cumple la condicién (2), Por consiguiente,

x ¥
u(x, y)== I (sen xy + xy cos xy) dx + _[ xicos xyy dy =
Xy i
= xsen xy |; + xoSen xgy [ = x sen xy — xpsen Xolfg;

de modo que
xsen xy=C 4+ x,5en x4 0 bien, xsenxy=C,.
Al resolver agunas ecuaciones diferenciales se pueden

agrupar los términos de tal modo que resulten combina-
ciones faciles de integrar.

Ejemplo. Resolver la ecuacidn diferencial
(£ + xy?) dx + (229 + 4 dy =0, 2"

Solucidn. En este caso, %-Ezzxy. %‘;-=2xy. y

se cumple la condicidn (2); por consiguiente, tenemos una
ecuacién diferencial exacta. Esta se reduce a la forma
du = 0 mediante una agrupacion directa de sus términos.
En efecto, escribamosla en la [orma

Bdx+ xy(ydy + xdy)+ P dy = 0.
Aqui

Bdx=4d {xT‘)‘ xy(ydx 4 xdy)= xyd{xg]=d(_—{5%]t].
py=d(f).
Por lo tanto, la ecuacién (2') se puede escribir asi
a(5)+d (S +aff)=o
o bien, asi
af 5+ H 4 L=, 2")

Por consiguiente, la integral general de la ecuacién (2"),
y de la ecuacion (2'), es:
M 2(xyP 4+ yt=C.

En algunos casos, por cierto muy excepcionales, cuando
(1) no representa una ecuacion diferencial exacta, se con-
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sigue hallar una funcion p(x, y) tal que al multiplicar el
prin:er miemhro de (1) por ella, resulta una diferencial
fota

du=pMdx 4 pN dy. (4)

Tal funcion p(x, y) se llama faclor integrante, Segin
la definicidn de factor integrante se tiene

55 (M) =3 (uN)

o hien
M _ g (oM _ 0N
ax dy_(dy dx]p'
de donde
dlng dlnp _ aM _ aN
N dx M dy ~  dy ar’ 5

Para hallar el factor integrante, hemos obtenidg una
ecuacion en derivadas parciales.

Indiguemos unos casos particulares en que facilmente
se-puede hallar la solucidn de la ecuacién (5), o sea, el
factor integrante.

I. p = p(x). En este caso, _‘;.Li =0 y la ecuacién (5)
toma la forma

M _ N
dinp o dx
= = N (6)

Para que exista un factor integrante no dependiente de
y es necesario y suficiente que el segundo miembro de (6)
dependa solamente de ». En este caso, inp se halla por
cuadraturas.

Ejemplo }. Examinemos la ecuacién
(x4 y)dx—2yxdy =0,
Solucidn. Aqui
M=x+4y* N=—2xy.

Se tiene
oM _ oN
oy ox _ y+% 2
N = =y ¥



Por consiguiente,

dinp _ 2 _ it
s =——, Inp=—2In] x|, K=

La ecuacion
I ax— 2% dy =0

es una ecuacién diferencial exacla. Su primer miembro se
puede representar en la forma

dx  2xydy—yldx =0
% x? TR

(tn|x|—L]=0

De donde

y la integral general de la ecuacién dada es:

[

x=C-e~*.
’ LfON  aMy ]
2. Andlogamente, si (E_Ty— —r depende sola-

mente de y, la ecuacion (1) tiene un factor inlegrante
w = ply) que depende solamente de y.

Ejemplo 2. 2y inydx 4+ (22 4+ o* ViF —+—l|dy—0

Solucion Aqui M=2xylny, N=x2+ @2 ViEF+ 1.
av _ oM
Se tiene -2 i 9y 2x_22:;::i:+” —-;.
Por consiguiente,
dinp 1 ]
P A ]

La ecuacién
By o, 2 - ]
.’.Ayl:;g X : x5y !I:’y + | 'J{ 0

es una ecuacién diferencial exacta y puede escribirse
de la forma d(x®Ing) +y V¥ + 1 dy=0, de donde

3
Ry 44+ 1) =



Ejemplo 3. Resolver la ecuacidn
(3x + 2y ++ y*) dx + (x - 4xy + 5y?) dy =0,
si su factor integrante es de la forma p = ¢(x 4 4?)
Solucidn Hagamos z = x -+ 42 Entonces p=p(2)
¥, por consiguiente,
dlnp _ ding L " dinp

dx  dz  ox dz
r)lnu__dlnp__{lwz__d[nﬂ‘,b,
dy  — dz dy ~  dz Y-

La ecuacign (5) para hallar el factor integral tliene la
forma

ding __ aM aN
y M) ™
o bien
ﬂ v
dlnp _ dy 0%
dz T N--ZMy °
Como M = 3x + 2y + y* N = x - 4xy - 542, resuita
oM _ N
oy L e L 1)
N—2My = x+y 2’
por lo cual ‘IL"ZP- z—l. de donde p == 2, 0 sea, p = x -

—+ 4% Mulliplicando 14 ecuacién dada por p = x + y? ob-
tenemos

(322 + 2uy -+ dxy® -+ 293 + oY) dx +
+ (4% - 4x®y + 6xy° 4 dxy® + 5y dy = 0.

Esla es una ecuacién diferencial exacta y segin (3), su
integral general es

J Bt 4 20y + dxy? + 207 + yh dx

)
+ [ (B4 4530 + 62,07 + 4,97 + 5y dy =C,
o bien, 5

B Xy 2 eyt ayt -y =C
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donde C=C+ By, + 20347 + 245 + gy + y3 -+ . Des-
pués de hacer unas transformaciones sencillas resutta

(x+ @) (x+yP=C
Integrar las ecuaciones:

217, x (22 + ¢ Ay (297 y =0,
218, (3x? 4+ 6xyfdx + (ﬁxzq + 4y)dy =0.

219. (]_,_-;- + )d.c+

+(7_| i) Ll

290. (3x=ig y— 35—’) dix +(sec? y + ay? +3—f;) dy =0.
291, (2x+_’£3;‘i'_ﬂ5‘i] dx:i?-j'—-qidy_
sen 2x sen® x
299, (-—-y—-l-x)d.r+[y z LY dy =o.
223, (3x? — 2x — p) dx 4+ (2y — x + 3 dy=0.
224, (i" =42 y——)n’r-l-

+(VTF 2+ 2 —Inx)dy=0.

xdx-{—ydg xdy—ydx
225. Vg +—~——H_-a" =0.

226. (sen v+ ysenx-+ %) dx 4+
+ (xcosg— cos x+—;] dy=0.

297, o - sen x cos? xy dx-l-(

cos® xy

msfxy -+ sen y} dy=0.

228, ——
229, {n cos (nx + my) — msen (mx + ny)) dx +
+ {m cos (nx 4+ my) — nsen(mx 4 ny)} dy = 0.
X
vdy+ ydy = ( 1 i“_)

o Vi + ) T —x— ) 1 pVi== 2 y’ ~
X (ydx — xdy)=0.
59

d' 7 —
= y'ﬁ]—dy =0, yl_, =L




231.

232.
233.
234,
235,
236.
237.
238.
239,
240.
241.
242,

243.

(-:Fsené-—%cos'%—f— I'd.r-l-
+(—;cosf——ﬁsen%+ﬁ)dy=0_
(& -+ g+ at)dy + x (8 4 1 — a¥) dx =0,
(g Ddx — 2y dy =0, p=gq(y*— 12).
(1 =) dr -4y — x)dy =0, p=gp(x).
(3x2y -+ y7) dx 4 (42 + 3xy?) dy = 0.
xdx+ydy 4 x{xdy — ydx)=0, p=qg(x*+ 5%).
(P4 grdx—xdy=0, p=glx).
(x+ y)dx—2xydy=0, p=gp(x).
(20% 4 2y 45} dx 4 (26 + 2x) dy =0, p=q(x).
(x*inx — 2xy¥ dx 4 3% dy =0, p=glx).
{r+senx+seny)deFcosydy=0, p=q(x).
(2542 — 3y dx + (7 — 3x4?) dy =0, p=0(y).
By — x)dx + (25 — bxy)dy =0, p=o(x+ 4.

§ 9. ECUACIONES

DIFERENCIALES

DE PRIMER ORDEN NO
RESUELTAS

CON RESPECTO

A LA DERIVADA

I. ECUACION DE PRIMER ORDEN
Y DE GRADO n CON RESPECTO A v,

W)+ M)+

e FPaci (X 9y 4 pa(x, y)=0. (1)

Resolvemos esta ecuacién con respecto a . Sean
V=t g v=hKx. g ... = k< @
las soluciones reales de a ecuacion (1).
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El conjunto de las integraies
@, (x, g, C) =0, @y(x, 4, C)=0, ..., Dy (x, 4. C)=0, (3)

donde @;(x, y, C)=0 es la integral de la ecuacién
y = flx, y) (i =1, ..., k), representa la integral general
de la ecuacion (1}.

Por lo fanto, por cada punto del dominio en que ¥’
toma valores reales, pasan «k» curvas integrales.

Ejemplo. Resolver la ecuacion
vy =y —x=0.
Solucién. Despejando y’, tenemos

,=y—x&l’(;-—y)‘+4xy .
Yy

¥
o bien, y'=1, y’=—% de donde
y=x+C, g+ 22=C%
Integrar las siguientes ecuaciones:
244, 3" — (2x-y)y +(FF + xy) =0
245, xy” 4+ 2xy’ — y=0.
248, 4y —9x = 0.
247. y” — 2y’ =y (e — L)
248. x2y’= -+ 3xyy” +24°=0.
249, xy”" — 2y’ 4+ x=0.
250. " — 2xy’ — Bx*=0.
251, 4 4 (x4 2)ev =0.
252, y’l — yy” — x4 Py =0

2. ECUACIONES DE LA FORMA flyy) =0y [(x. o) =0

Si en estas ecuaciones se puede despejar y’, resullan
ecuaciones con variables separables.
Por consiguiente, son de interés los demas casos.
a) En la ecuacion f{y. )= 0 se puede despejar g
n=q{y)
Hacemos i’ = p. Entonces, y = g¢(p).
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Diferenciando esta ecuacién y sustituyendo dy por pdx,
obtenemos

pdx=q’(p)dp,
de donde

dx-.a:-'z—;"idp y x=j%dp+c.

Obtenemos la solucién general de la ecuacién en forma
paramétrica
#e= | J"l-:;‘l’«dp+c |

(L)
¥ =p(p)

Ejemplo. y= a(%)z + b (%)a (a, b, son constantes).
Solucion. Hacemos %=p Yy, por lo tanto, y=

=ap? + bp°,

dy=2apdp+306p°dp, o bien, pdx=2apdp+ 3bp* dp.

De aqui que dx=2adp+ 3bpdp, y, x=2ap+ % bp*+C.
La solucion general es

x=2ap+ Sbp+C

y=ap* + bp?*

b) En la ecvacién f(y, 4') = 0 no puede despejarse ni
y ni g (o se despejan con dificullad), pero estas aitimas
pueden expresarse en forma paraméirica mediante algiin
parametro {:

y=0. b=v0 (p=2).

Entonces, dy=pdx=1(t)dx.
Por otra parte, dy =q'(f) df, de modo que $()dx=

=g/ (O)dl y dx=%}%dr.
De donde
_ (@
X= I—." G} dt.



Por consiguiente, obfenemos la solucién.general de
la ecuacion diferencial dada en forma paramétrica

x=(TartC ®
y=g{)
Ejemplo. 5= (y")*=1.
Solucién. Hacemos
y==cos?l, ¥y =p=sen’t,

dy _ —3cos?isentd! cos? ¢

dx:T'_ sen®f 3 senti dt.

De donde
= [ (3 =2y ) dt=3t+3ctgt +C.

La solucién general es
x=3+43clgt+C }
y=cos't
¢} Ecuacién de la f(x, y')=0. Supongamos que en

esta ecuacién se puede despr.;'lr x: x =qfy’). Haclendo
y" == p, obtenemos

dx=q'(p)dp.

L —q'(p)dp, de

Pero dx:-dpi y, por conusiguiente,
moda que
dy=py’'(phdp, y. y=[pe’(pldp+C.
Por lo tanto, tenemos la solucion general de la ctlruacién
en forma paraméirica (p es un parametro):
r=qlp

r 3
y=_f4‘ (plpdp+C @)
Observacion. En las ecuaciones (1) v (3) no se puede
considerar p como la derivada, sino como un paramelro,

Ejemplo. a -7 d" b(-:;i;i):=.\'.
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Sol

ueion,
—-“-.—.-:p. x=ap-+ bp*, dx=adp -+ 2bpdp,
dy=pdx=apdp+ 2bp’ dp,
2
§=%Pz+§bpa+c-

Asi, pues,

X

¥

Por

ecuacion

=ap+ bp*
=LpP+3op+C

es la solucion general.

analogia con el caso b), se puede probar resolver
F(x ¢#')=10 inlroduciendo un pardmeiro &

[ntegrar las siguientes ecuaciones:

253.

254,
255.

256.
257.

258.
259.

260.
261.

262.
263.
264,
285.
2686,

y=y"ev.

U
y=ev,
x=Ing" + seny’.
x=y" -2y +2.
y=y'lny".
y=arcseny +In (l + y”).
y=(y" —ljer.

1
yx=e7,
x(1 +J”}—l
x(l + y”)’*’= a.
3'+ yz?_as

=yt =gyt =0
x=y'+seny’.
=y (L4 y'cos y')



4. ECUACIONES DE LAGRANGE Y CLAIRAUT
a) La ecuacion de Lagrange tiene la forma:
y=x9(y) -+ {y)

Haciendo ¥’ = p, diferenciando y sustituyendo dy por
pdx, reducimos esta ecuacidn a otra que considerada
en x como funcién de p es lineal. Resolviendo esta tltima
x == r(p, C}, obtenemos la solucién general de ia ecuacidn
inicial en forma paramétrica:

x=r(p, C)
y=rip. Cho(p)+ w{p)

Ademas, la ecuacién de Lagrange puede tener solucio-
nes singulares (véase § 1) de la forma y = glc)x -
-+ yic), donde ¢ es una raiz de la ecuacidn ¢ = ¢(c).

}(p es un pardmefro).

Ejemplo. Integrar ia ecuacidn
y=2xy +ny'.
Solucién Hacemos ¥ = p. Entonces, y = 2xp -+
+Inp.
Diferenciando, hallamos
pdx=2pdx+ 2xdp+"—:.

de donde
dx | . dx 2 1
PT,,:’_Z""";' o bien, PR e

Hemos obtenido una ecuacion de 1" orden, que respecto
de x es lineal, Resclviéndola hallamos

Paniendo el valor hallado de x en la expresion de g,
resulta

PO .
P [

¢
y=Inp+==
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b) La ecuacidn de Clairaun! es de la forma
y=2xy" + ${y’}.

El método de resolucion es el mismo que para la ecua-
cion de Lagrange. La solucién general de la ecuacidn de
Clairaut tiene la forma

y=Cx+ ¢y (C).

La ecuacion de Clairaut puede terer también una solu-
cién singular, que se obtiene eliminando p entre las ecua-

cionies
y=xp+¥{p) x4+ (p)=0.
Ejemplo. Integrar la ecuacion
y=xy + —2;— {a = const).
Solucidén. Haciendo ¥ = p, oblenemos
y=xp+ %.
Diferenciando esla Gliima

ecuacién y sustituyendo dy por
pdx, hallamos pdx = pdx--

+xdp— Q—;po. de donde

dp[x — 2—:,—) =0.

Examinemos los dos facto-
Fig. 12 res del primer miembro de la
iltima ecuacidn.
Igualando a cero el primer factor, tenemos

dp= 0,
de donde p = C, vy la solucién general de la ecuacién ini-
cial es
y=Cx+ -2%- .
Este es un haz monoparamétrico de rectas.
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Igualando a cero el segundo factor tendremos:

.
x—w.

Eliminando p entre esta ecuacidn y la ecuacién y=
=2xp+ 2£p , resulta y?= 2ax. Esta también es una solucién
de la ecuacién considerada (solucion singular).

Desde el punto de vista geométrico la curva y* = 2ax
s |a envolvente del haz de rectas determinado por la so-
lucién general (fig. 12).

Integrar las siguientes ecuaciones:

267. 2y=xy'+ y'Iny".

268. y="2xy -+Iny"

269. y=x(l+y)+y".

270. y=2xy" +seny’.

271. y=xy" — %

272. y-:n% xy' +ev.

273. y=xy’+—;~,—.

074, y=xy’ + y”.
275. xy" — gy’ — ¢’ +1=0.
276. y=xy' +a V1i+y".

277, y=uxy' + L
Pyt

278, x=4 4+,
=yt

279, Hallar la curva cuya tangente forma con los ejes
coordenados un tridngulo de 4rea constanie S = 2a%

280, Hallar la curva para la cual el segmento de la
tangente comprendido entre los ejes coordenados tiene una
longitud constante a.
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§ 10. COMPOSICION
DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES
DE LAS FAMILIAS
DE CURVAS. PROBLEMAS
DE TRAYECTORIAS

1. Composicién de las ecuaciones diferenciales de las
familias de curvas.

Sea dada la ecuacién de una familia monoparamétrica
de curvas planas

y=uo(x, a) (a es un pardmetro). i
Derivando (1) respecto de x, hallamos
y'=q,(x, a). (2)

Eliminando el pardmetro “a" entre (1) v (2), obtenemos
la ecuacién diferencial

Flx, g, y")=0, (3

que expresa una propiedad comtn de todas las curvas de
la familia (1).

La ecuacion (3) es la ecuacién diferencial buscada de
la familia (1).

Si una [amilia monoparamétrica de curvas se delermi-
na por la ecuacién

(D{.f, R Q)ZO} [4)

se obtiene la ecuacion diferencial eliminando el pardmetro
“a" entre las ecuaciones

D (x, y, a)=10
o | 90, . (5)
=t y=0
Supongamos ahora que se da la relacién
m(xl ¥ s Gy 00 vy an)=0r (ﬁ]
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donde ay, as, ..., a, son pardmetros. Derivando (6) res-
pecto de x, n veces, y eliminando los pardmetros a), az, ...

., o, entre (6) y las ecuaciones obtenidas, obtenemos
una relacién de la i)t(:rma

Flx, g, ', ¢ -.0s y®)==0, (7)

Esta es la ecuacidn diferencial de la familia n-para-
métrica de curvas (6) dada, en el sentido de que (6) es la
integral general de la ecuacidn (7).

‘2, Problemas de trayectorias,

Sea dada una familia de curvas planas:

Oix, y, a)=0, (1)

dependiente de un pardmetro a.

La curva que en cada uno de sus puntos forma un
dngulo constante ¢ con la curva de la familia (1) que
pasa por el mismo punto, se llama trayectoria isogonal de

la familia. En particuar, si « =%, se tiene una trayectoria

2
artogonal.
Suponiendo dada la familia (1) buscaremos sus trayec-
torias isogonales.
a) Trayectorias orfogonales,
Se forma la ecuacién diferencial de la familia de cur-
vas dada (véase el p. 1):

F(x, y, y)=0. 2

La ecuacién diferencial de las trayectorias ortogonales
tiene la forma:

i
F(x g =) =0. @®
La integral general de esta ecuacidn
D, (x, 4, C)=0 (4)

proporciona la familia de trayectorias ortogonales.
Supengamos que la familia de curvas planas se da por
una ecuacidén en coordenadas polares

q){pa 'F: ﬂ.) =0’ (5)
donde a es un parametro. Eliminando el parametro a enire
(5) y %=0, oblenemos la ecuacidn diferencial de la
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[amizlia (5): F(p, ¢, p") = 0. Sustituyendo en estap’ por —

--1’7 oblenemos la ecuacién diferencial de la familia de

las trayectu;ias ortogonales:
i .
F(p. @, ,] 0.

b) Trayectorins isogonales,

Supongamos que las trayectorias se cortan con las
curvas de la familia dada bajo un dngulo «, donde tg a=*%.
Se puede demostrar que la ecuacién diferencial de las
trayectorias isogonales tiene la forma

Pl k) =o.

Ejemplo 1. Hallar la ecuacién diferencial de 1a familia
de hipérbolas

2

LT

_jw:

Solucidn. Derivando esta ecuacién respecto de x,
obtenemos

%ﬁ- —2yy" =0, o bien, ?"r: vy’
Multipliquemos ambos miembros por x; entonces
= ’
= =xypy’.
Sustituyendo en la ecuacion, hallamos
xyy' — =1
Esla es la ecuacidn diferencial de la familia de hipérbolas.

Ejemplo 2. Hallar la ecuacién diferencial de la familia
de curvas (@ es un pardmetro)

y::a(l —-e_%).

Solucidn. Derivando respecto de x ambos miembros
de la ecuacidn, se tiene

¥y=e 9,
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De aqui que
i
— Iny”

Poniendo la expresién obtenida de a en la ecuacién de
la familia de las curvas, obtenemos .

y=—gy (=9
o bien,
yloy' 4+ x (1 —y)=0.

Esta es la ecuacidn diferencial buscada de la familia de
curvas dada.

Ejemplo 3. Hallar las trayectorias orfogonales de la
familia de rectas y == kx.

Solucién Esta consta de rectas que pasan por el
origen de coordenadas.

Para hallar la ecuacidn diferencial de la familia dada,
derivamos respecto de x ambos miembros de la ecuacién
y = kx. Resulta, ¥’ = % Elimi-
nando el pardmetro £ en el
sistema de ecuaciones

y=kx }
y'=k

obtenemos la ecuacion diferen-
cial de la familia: xy' =u.
Susfituyendo en ella ¥ por
— L. resulta la ecuacién di-
ferencial de las trayectorias
ortogonales —-;—=-y. o hien,
yy’ + x = 0. Esta es una ecua-
cién con variables separables;
inlegréndola obtenemos la ecuacién‘ de las trayeciones
ortogonales ¥ + y? = C (C = 0). Las trayectorias orto-
gonales son circunferencias con el centro en el origen de
coordenadas (fig. 13).

Ejemplo 4. Hallar la ecuacién de la familia de las cur-
vas que son ortogonales a la familia x* + y* = 2ax.

Fig. 13
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Solucidén. La familia dada de curvas representa
una {amilia de circunferencias cuyos centros estan situa-
dos en el eje OX y son tangentes al eje OV,

Derivando respecto de x ambos miembros de la ecua-
cion de la familia dada,
hallamos:

r+yy=a.
Eliminando el pardmet-
roaentre las ecuaciones

x4yt =2ax }
Xtyy'=a

obienemos la ecuacidn
diferencial de la fami-
lia dada:

X =gt 2xyy =0,
La ecuacion diferencial de las trayectorias orfogonales es:

Fig. 14

xzmy9+2xy(—?|{-)=0, o bien, y’=}—&%.

Esta ecuacion es homogénea. Integrandola obtenemos:
¥+ y* = Cy. Las curvas integrales son circunferencias
cuyos centros estdn situados en el-eje OY y son tangentes
at eje OX (fig. 14},

Ejemplo 5. Hallar las trayeclorias orlogonales de la
familia de parabolas

y=axi

Solucidén, Formamos la ecuacién diferencial de la
familia de pardbolas. Para esto, derivamos respecto de x
ambos miembros de la ecuacidn dada: y'=2ax Elimi-

d 2

nando el parametro a, hallamos *”—=-;7‘ o bien, y’=%’,
que representa la ecuacion de la familia considerada
Sustituyendo en esta ecuacién y* por —-s-';. obtenemos
la ecuacién diferencial de las frayectorias ortogonales

V. 2y . dy x £
e o bien, r e Integrindola, hallamos

2 x2 X .
Y =-—-2--|—C, o bien, —2-+y =C, donde C>0. La
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familia ortogonal buscada es una familia de elipses
(fig. 15).

Ejemplo 6. Hallar Jas trayectorias ortogonales de la
familia de lemniscatas

p? = acos 2¢.
Solucidn. Tenemos
_p'=uacos2p
pp’ = — a sen 29.

Eliminando el parimetro a obtenemos la ecvacion di-
ferencial de la familia de curvas dada:

p'=—plg2e.

Fig. 16 Fig. 18

Sustituyendo p’ por — -L,? hallamos la ecuacidn diferen-
cial de las trayectorias ortogonales

= s
g ptg 2.

De donde %=ctg 2p dg. Integrando, obtenemos la ecua-
cién de las trayectorias ortogonales

p?=Csen 2.
Las trayectorias ortogonales de la familia de lemniscatas

son lemniscatas cuyos ejes de simetria forman con el eje
polar un angulo de +45° (fig. 16).
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Formar las ecuaciones diferenciales de las siguientes
familias de curvas:

286, 42=2Cx +C.
287, y=axr*+ bx+C.
288. y=Cpx+ <4 C,
289. (x—af + (y—b)i=1.
290. y=Ce* -} Cpe—*,
291. y=asen(x+a).

Hallar las trayeclorias ortogonales para las siguientes
familias de curas:

281. g=—:—.
282, ¥* — i =ax.
283. y=ae”,

284 y=Cx—C—C2
285. y=e* (ax + b).

292. y* 4 2ax=a* a>0. 297. X' — yl=a?

293, y=ax" 208. 1 4 pf = o*,
a es un pardmelro 299, x*+y’=2ay.

4. y=ae, a—const 30 a1

295. cos y=ae—*.
4 301 p=a(l4cosg).

1
296, x’—t—?y“"—"az. 302. y¥=4(x—a).

§ !1. SOLUCIONES
SINGULARES

Una solucién g == ¢(x) de la ecuacién diferencial
Flx, g, y')=0 (1

se llama singular, si en cada uno de sus puntos se infringe
la propiedad de unicidad, es decir, si por cada uno de sus
puntos (xo, #), ademas de esta solucién, pasa también
otra solucién que tiene en el punto (x,, ) la misma tan-
gente que la solucidn y = g@(x), pero que no coincide con
esta dltima en ninglin entorno del punto (x,, Yo) arbitra-
riamente pequefio. La gréfica de una solucién singular se
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llamara curva infegral singular de Ta ecuacién (1). Si la
funcién F(x, g, y') y sus derivadas parciales iﬁ; y—g—:—,
son continuas con respecto a todos los arg-umenies x4,
cualquier solucion singular de la ecuacion (1) satisface

timbién a la ecuacidn:

_‘?L“}_ﬂ =0. 2

oy

Por consiguiente, para hallar las soluciones singulares de
la ecuacion (1) hay que eliminar ' entre las ecuaciones
(1) y (2). La ecuacién que resulia al eliminar y”;

Plx, y)=0, (3)

se denomina p-discriminante de {a ecuacién (1), y la curva
determinada por la ecuacién (3), curva p-discriminanie
(abreviado, escribiremos: CPD).

Frecuentemente ocurre que la CPD se descompone en
unas cuantas ramas. En este caso se debe averiguar si
cada una de éstas por separado es solucidn de la ecuacién
(1), y en caso afirmativo se debe comprobar si es solucién
singular es decir, si se infringe la unicidad en cada uno
de sus puntos.

Se llama envolvenie de una familia de curvas

D(x, y, CO)=0 (4)

a la curva que en cada uno de sus puntos es tangente a
una de las curvas de la familia (4), siendo cada segmento
de la misma tangente a una infinidad de curvas de la fa-
milia (4). %)

Si (4) es la integral general de la ecuacién (1), la en-
volvente de la famiiia de curvas (4), en caso de que exista,
serd una curva integral singular de esta ecuacién.

En efecto, en los puntos de la envolvente los valores
%, ¥, ¥ coinciden con los valores correspondientes de la
curva integral que es tangente a la envolvente en e punto
(x, y); por consiguiente, en cada punto de la envolvente
los valores x, y, ' satisfacen a la ecuacidn F(x, y, y')=0,
es decir, la envolvente es una curva integral.

*) Se dice que las curvas Iy y [; son tangentes en un punto M, sl
&stas tienen en este punto una {angente comin.
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Por ofra parte, en cada punio de la envolvente se in-
fringe la unicidad, puesto que por cada punio de la misma
pasan al menos dos curvas integrales en una misma di-
reccion: la envolvente y la curva integral de la familia (4)
que es tangente a ésta en el punto considerado. En conse-
cuencia, la envolvente es una curva integral singular.

Por el curso de andlisis matematico se sabe que la en-
volvente forma parte de la curva C-discriminante {ahre-
viadamente CCD) determinada por el sistema de ecuacio-
nes

Dlx, y, C)=0
3D (x, 4, C) =0 (5}
e

Una rama de la CCD es envolvente cuando en ella se
cumplen las condiciones siguientes:

1) Las derivadas parciales =T —g—';—’ existen y sus
moédulos estan acotados:

A o
Sl | S<w (®)
donde M y N son constantes;
sl] ad
2} ra_ﬁ& 0, o sino o #0 (7

Observacidon 1. Las condiciones 1) y 2) sola-
mente son suficientes, por lo cual, pueden ser envolventes
también las ramas de la CCD en las que no se cumple
alguna de eslas condiciones,

Observacidn 2. En el caso general, el p-discrimi-
nante contiene:

. A la envolvente (E).

2 Al Iugar geométrico de los puntos de contacto al
cuadrado (€?).

3. Al lugar geométrico de los puntos cuspidales (o de
retroceso) (R):

8p=E C-R. ®)
El C-discriminante contiene:
L. A la envolvente (£).

2. Al lugar geométrico de los punfos anccdales al
cuadrado (42).
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3. Al lugar geomélrico de fos puntos cuspidales (o de
retroceso) al cubo (R%):

Ag=F  A*- R 9)

Entre todos los lugares geoméiricos solamente la envol-
vente es solucién (singular) de la ecuacién diferencial.
Esta figura tanto en la curva p-discriminante come en la
curva C-discriminante a la primera potencia, circunstancia
que facilita la averiguacién de la solucién singular.

Ejemplo 1. Hallar las soluciones singulares de la ecua-
cion difcrencial .
2y (y’' +2)— xy" =0 n
Solucién. La solucién singular, si ésta existe, se
determina por el sistema:
2y(y' +2) —xy" =0 } @
2y —2xy’=0 |’
donde la segunda ecuacion (2) se ha obtenido de la (1)

derivando con respecte a y'. Eliminando gy’ se obtiene la
curva p-discriminante

¥ +4xy =0, (3)
que se descompone en dos ramas:
y=0 (3a)
Y
y=—4x. (3b)

Reemplazando nos convencemos de que estas functiones
son soluciones de la ecuacién {1).

Para determinar si las soluciones (3a) y (3b} son sin-
gulares o no, hallamos la envolvente de la familia

Cy—(C—x)=0, )

que representa la integral general de la ecuacién (l).
He aqui el sistema para la determinacidén de la curva

C-discriminante
Cy—(C—x*=0
y—2(C—x=0 }
Eliminando C enire estas ecuaciones, obtenemos:
¥+ 4xy=0

(5)



o bien, y =0 e y = —4x, lo cual coincide con (3a) y
(3h). Como en las lineas (3a) y (3b) se cumplen las con-
diciones (6} y (7), hacemos la conclusién de que las lineas
¥ =0ey = — 4x son envolventes y, por lo lanlo, (3a) y
(3b) son soluciones singulares de la ecuacién dada.

Las curvas integrales (4) son parébolas y:@.

mientras que las lineas y = 0, y = — 4x son las envol-
ventes de esta familia (fig. 17).

Ejemplo 2.
y'? = 422, (n
Derivando (1) con respecto a ¢/, resulta:
2y’ =0. @)
Eliminando g’ entre (1) y (2), obtenemos:
#=0. (3)

El eje de ordenadas es la curva discriminante. Esta no es
una curva integral de la ecuacidn (1), pero segin el es-

L

\ vh

|
-

Fig. 17 Fig. 18

quema (8), puede representar el lugar geométrico de los
puntos de contacto de las curvas integrales.
Las soluciones de la ecuacién (1) son las parabolas

gyt 4C, gm—2+C @)

y las curvas diferenciables que se pueden formar con sus
partes (fig. 18.)
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En la fig. 18 se observa que la recta x = 0 verdadera-
mente es el lugar geométrico de los puntos de contacto de
las curvas integrales de la ecuacién (1).

Ejemplo 3.
v @—8yP=a(1—y). m
Hallemos la CPD eliminando ¢ entre el sistema de ecua-
ciones:
y"(2—35’}”—4([h§)=’0} (2)
20 (2—3gP=0)"
Resulta;
(2—38yf (1 — y)=0. 3
Transformamos (1) a la forma
dx 2—3y
4= =Wy
y hallamos la integral general
yll—gy)=(x—CP (4

Eliminando C entre las ecuaciones del sistema

y(l—=y)—(x=CF=0
2(x—C)=0 } (5)
hallamos la CCD:
¥ (1l — =0 (6)

Asi, pues, de (3) y (6) obtenemos:
A, =(1—y)(2—3yP,
Ac=(1—y) g2

El factor | — y esta elevado en el p-discriminante y en el
C-discriminante a la primera polencia y representa la en-
volvente. Por Jo tanto, la funcién y = 1 es una solucidn
singular de la-ecuacién diferencial (1). Sustituyendo di-
rectamente nos convencemos de que y = | satisface a la
ecuacion.

La ecuacién 2 — 3y = 0, que esta elevada a la segunda
potencia en el p-discriminante y que no figura en el C-dis-
criminante, representa el lugar geométrico de los punlos
de conlacto (C?).
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Finalmente, la ecuacién y == 0, que esti elevada a la
segunda potencia en el C-discriminante y que no figura
en el p-discriminante, representa el lugar geométrico de
los punios anocdales (42%) (fig. 19).

Ejemplo 4. Dada la familia de curvas integrales
= (x+CP=0 (n

de una ecuacién diferencial de primer orden, hallar una
solucidn singular de la misma.

~NS o
9 N oot

Fig. 19

Solucidén Hallamos la curva C-discriminante:

y*—(x+C)‘+0] 5
—3+cCr=0]" @
Eliminando aqui C, resulta,
y=0. @)
Como en la recla ¥y = 0 no se cumple la condicién (7),
v pues, en virtud de la ecuacién
ad .
- —d?ﬁ—a(x+c)‘=0,
y en virtud de la ecuacion (3},
Fig. 20 o5,
ig ) =2y=0,

la recta y = 0 es el lugar geométrico de los puntos mil:
tiples de la familia (1) o con mds precisién, de los puntos
de retroceso (véase la fig. 20). )

Pero, a la vez, este lugar geométrico de puntos ¥y =0
es también la envolvente de la familia (1), pues, en cual-
quier punto (— C, 0), tanto para la recla y =0 como
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3

para la parabola semictbica g —fx -+ C)-‘ se cumple

la igualdad de sus coeficientes angulares ¢ |x= ¢ = 0.
Por consiguiente, la funcién g = 0 es una solucidn sin-

gular de la ecuacidn dlferencial_,f=~:—?—y , para la cual,

la familia (1) es la integral general.

Ejemplo 5. Hallar la solucién singular, partiendo de
la ecuacidn diferencial

xy” — 2y’ 4 4x=0 (n
y de su integral general
x?=2C (y —20C). (2)

Solucidn. Eliminemos € entre las ecuaciones

20(g-20)-x2=0} .
2(y—2C) —4C =0 3)
Obtenemos:
F—A=0,
o bien,
== 2x. (4)

Ambas reclas (4) son lineas integrales de la ecuacién (1),
por lo cual las funciones y == 2x e y = — 2x son solucio-
nes singulares de la ecuacion (1).

En los siguientes ejercicios hay que hallar las solucio-
nes singulares, si éstas existen:

303. (1 + ") 42 — dyy’ — 4x =0.
304, y' —dy=0.

805. y”° — dxyy’ + 842 =0.

306, 4" — y? =0,

307. y’=‘;'_y_'*+ a ,Para qué valores del pardmetro a
tiene esta ecuacion solucion singular?

308. (xy’ 4 yff 4 32% (xy' — 2y) =

309, yly—2xy'f=2y"

310. 8y — 124" =27 (y — x).

31L (¢ — 1P =y

(=242 8l



Mediante el C-discriminante, hallar las soluciones sin-

gulares de las ecuaciones diferenciales de primer orden,
sabiendo sus integrales generales.

312, y=xy'+ 4y y=Cx+C.

313, (xy' + 4l =4%y" y({C—x)=C%

814. " + =1 (x—CP+*=L

815. Y —yy' +e =0 y=Co*+ .

316. 3xy” " —6yy’ +x + 25 =0; x2 4 C(x—3y) + C?==0,
317, y=xy' + Valy" +b% y=Cx V@ + b

§ 12, DIVERSOS PROBLEMAS
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Integrar las siguientes ecuaciones:

318, (¢ — 1M dx 4+ (2xy* — x — ay®) dy =0.

39, y'=(x—yP+ 1

320, xsenx- -y’ F{senx —xcosx)y =Senx cosx — X

321. %+gcosx=y"sen2x n= 1.

322, (x* —3xy) dx + (P — 3x%y) dy=0.
323, (5xy— 44" — 6xdx + (y* — Bxy + 2,5x%) dy = 0.
324, (3x1? — x¥) dx + (3x%y — 64° — 1) dy = 0.

325, (y—xytlnx)dx+xdy =0, p=g{x-y).

326. (2xye” — xsenx) dx ¥ dy =0.
327. 2y 4 4 + - =0.

328, y’ B m .
320, ¥+ 2y’ =3x+y".



830.
331.

332.

333.
334.

335.
336.

337.
338.

339.
340.
341.

342.
343.
344.

345.
346,

4x32 dx + (5% — 2x'y — 1) dy' =0,

xyy' —yt=uxt
dx dy
P . xy
—dx
— .

(2 — 1)y —2¢ =~
(x—y+3)dx+ @B+ y+ 1) dy=0.

x+y _ .. x=y
O] ==C0s 5.

y’ -}~ cos
¥ (352 — 20} — y (6x — 2) -2 (9x — 4)=0.

xyty — =%x‘.
y=tg(ax+by+c) bs=a, ab>0.

(+eﬂ)d:c+e¥(l—-]dj-——0 Yl =1.
(x4 ¢ dx —xydy =0.
(x—y+2)de+(x—y+3)dy=0.

(x4 y)dx — xdy=0.

(2 12 4 2x) dx + 2y dy =0.

(x— 1) (g2~ g+ Ddx=(y+ ) (2 + 2+ 1) dy.
(¥ —2zy — ) y" + y*=0.
yeosxdx - (2y — senx)dy =0,

347, y — | =p*t,

348.
349.
850.

351.

2(x% + 2%y — y'x) dx + (47 + 247y — x*) dy =0.
Yy =2xy —y, nws—2

(VT2 +ng)de +(VTF & + nx)dy =0,

Y |y =12

Ble4u) + a®ly =4 (x4 o) +

852, axyy” + (P —a— by’ — xy =0,

(la sustitucién x?*==35, =1,

353, (x — 4N dx +2xydy=0.



§ 13. ECUACIONES
DIFERENCIALES

DE ORDEN SUPERIOR.
REDUCCION DEL ORDEN
DE LA ECUACION

Las ecuaciones diferenciales de n-éstimo orden tienen

la forma
Flx, s 4 4"y oo y"")-—-ﬂ. (1)
o, despejando g,
gM=F(x, o ¢, y"s eey YN (2}

Subsiste el siguiente teorema de existencia y unicidad
de la solucién de la ecuacidon diferencial (2).

Teorema. Si en la ecuacion (2) la funcién f(x, v, ¥,
s ooy WD) cumple las siguientes condiciones:

a] ‘es continua respecto de sus argumcntos AT
¢, ..., y@=1 en un recinto D de variacién de los mismos,

b} tiene derivadas parciales continuas %’-. 5?;

af af ’
Pl Wcon respecto a los argumentos g, ¥, ¥, ...

, 41 en ¢l recinto D, entonces, existe y es (nica la
solucion ¢ = gf{x) de la ecuacion (2) que verifique las
condiciones

Ul =ty Ylmg=Yp - Vo= )

donde los valores x=1xp, y =Yy, 4" =Y} ... g~ V=yp-Y
estdn comprendidos en el recinto D,

Las condiciones (3) se llaman condiciones iniciales.

El problema que tiene por objeto hallar la solucién
y = @(x) de la ecuacién (2) que cumple las condiciones
iniciales (3) se denomina problema de Cauchy.

Para las ecuaciones de segundo orden y" = f(x, ¢, ¥'),
las condiciones iniciales son de la forma

't

e

Yhor, =% ¥ s, = Y0
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donde Xq, ¥o, ¥4 son unos nfimeros dados. En este caso, el
teorema de existencia y unicidad tiene el sigulente signifi-
cado geométrico: Por el punto dado Mo{xe, yo} del plano
XOY pasa una sola curva integral que tiene una pendiente
dada .

Se llama sclucién general de una ecpacién diferencial
(2) de orden n, el conjunto de fodas sus soluciones: deter-
minadas por la formula y = @(x, Ci, Cy, ..., Cy), que
contiene n constantes arbitrarias C;, Cs, ..., Cy tales que,
dadas las condiciones iniciales (3), existen unos valores
&, Ca ..., C. de modo que y = q(x, €, Coy ..., C;;) sea
la solucién de la ecuacién (2) que cumple las condiciones
iniciales,

Cualquier solucién, oblenida de la solucién general
para valores asignados de las constantes arbifrarias
Cy, Cy, ..., Cy, se llama solucién particular de la ecuacidn
diferencial.

Una relacidn de la forma

@(x, 4, C\, Cyy ..., C)=0,

que determina en forma implicita la solucién general de
la ecuacion diferencial se llama infegral general de la
misma.

Asignando a las constantes Cy, Cq, ..., C, unos valores
numéricos admisibles concretos, obtenemos una integral
particular de la ecuacidn diferencial.

La grafica de una sclucion particular o de una integral
particular se llama curva infegral de la ecuacién diferen-
cial considerada.

Ejemplo. Demostrar que, ¥ = Cix -~ C; es la solucion
general de la ecuacién dilerencial y"” = 0.
Solucidén Demostremos que y = Cx 4 C; satisface
a la ecvacién dada, En efecto, tenemos ¢’ = C), y” = 0.
Supongamos ahora que se dan unas condiciones inicia-
les arbitrarias ¥ | = ¥, ¥’ |y, =Yg Demostremos que
las constantes C; y C; se pueden elegir de modo que
y = Cix 4+ C; cumpla esias condiciones, Se tiene
y=Cix+Cp y =C,.
Poniendo x = Xy, obtenemos el sisiema:
Yo=Cix+C; }
y=0C, :



del que univocamente se determinan Ci=yy y C,=
=y, — xyy5 Por lo tanto, la selucién y= 1ty (x — %)+ ¥,
cumple las condiciones iniciales asignadas. Geométrica-
mente, esto significa que por cada punto My(x,, 4) del
plano XOY pasa una sola recta que tiene una pendiente
dada. .

Evidentemente, una sola condicién inicial, por ejemplo,
-‘s’ix—x.':-%- determina un haz de rectas con centro en el
punto My(xy, #), es decir, una sola condicién inicial no
es suficiente para garantizar la existencia de solucién
finica.

Demostrar en los siguientes ejercicios que las funciones
dadas son soluciones de las ecuaciones indicadas:

354, y=e*(3cos x—2senx), y’ 42 +2y=0.

355, y=e"(C,cos2x +Cysen2x), 4" — 4y’ 4 By =0,

356. y=1x(senx—cosx), "+ y=2(cosx -+ sen x).

857. y=(C,+ Cox)e~%, y" 46y’ +9y=0.

358, y=x*Inx, xy"'=2

359. x=y2+4y, yfym=3yy"

360. x+C=ev, y”=-y".

361 x=y+Iny, gy’ +4° —y =o.

x e; ;

362. g=c,+c2‘|'7dr, xy” 4 (Ll — x) g’ =0.

1
! o
863 y=Cix+Cor [ St (x>0),
By — (P x)y -+ (x+ hy=0.
[
364. y=Cilnx+Clnx [ 2L (x> 1),
x

2lnfx-y’—xinz .y 4+ (nx 4 1) g=0.

L x=i2Int=1)+C }

365 | fint 4, . oy (142 =1,
r=({+ e +C .

86, | _ et g, } yrev (Y +2) = 1.



x=Cy+C [t = 5 sen %)

y=1—C,sen?i

367. C 2l =gy =1y

g it S |

368. 1 3 . y =2y - 3=0.
y=gitm

Verificar que las funciones dadas son las solucionés
generales de las ecuaciones correspondientes:

369. y=0C,senx 4 Cycosx, y"+y=0

870. y=—(Cie* -+ Coe™), 2y +24' — xy=0.

371 y=Cx+Cylnx, x*{l—Inx}y"+ xy' — y=0.

372. y= VxFCF F G 99" +u'=1L

378, x4 Co=*+Cy  y" +6yy”=0.

374, x+C,=Insen(y +C), y”#y’(l-i-y”)‘

x
375. y=Cyx +Cox [ 255 dlt,
o
xsenx.y”" —xcosx -y tcosx y=0
Verificar que las relaciones dadas son integrales (ge-
nerales o particulares) de las ecuaciones indicadas:
3
376 (x—C )+ — Gt =1, y*=(+y")%
377. =1l —xP, yy"=1
378. sen(y — Cy) =5, y" =y (1 +4").
379. Cx+Co=In(Cy— . yy"=y" +1".

x
380. ylny=1x-4 J' e dt, y{l +1Iny)y”+ 5" = 2xye®.
L}

REDUCCION DEL ORDEN DE LA ECUACION

Sefialemos otros tipos de ecuaciones diferenciales que
permiten reducir el orden,

1. gim = f(x).
&7



Después de integrar n veces obtenemos la solucién ge-
neral

= xu—f
y=f J',f(.t]dx... ¢x+c.,-{7|“__l}! +C gyt oo
T

e L
a

oo FCo x4+ C,.

I1. La ecuacién no contiene la funcién incognita y sus
derivadas hasta el orden £ — | inclusive;

Fx, g, gieh, ..., y®)==0,

Se puede disminuir el orden de la ecuacién haciendo la
sustitucion y™(x)= p(x), después de lo cual la ecuacién
toma la forma

Flx, p, o'y ..., ps=9)=0,

De esta ecuacién determinamos p=f(x, Cy, Cs, ..., Cp.s),
siempre que esio sea posible, y hallamos después y de la
ecuacién y¥™ = f(x, €y, Cy ..., Coy) integrandola k
veces,

I1l. La ecuacién no contiene la variable independiente

Fly, o' o, «o0s ™) =0.

La sustitucion g’ = p permite reducir el orden de la
ecuacién en una unidad. En este caso se considera p como
una nueva funcién incégnita de y: p = p(y). Expresamos
todas las derivadas ¢/, ", ..., ¥ mediante las derivadas
con respecto a y de la nueva funcidn incégnita g

¥
y!ﬂn-?d;,( i‘ﬂ) =%(p—§&)£=p2ﬂ +p [%)2 5 afe.

Poniendo eslas expresiones en la ecuacién en lugar de

¥,y . ¥, resulta una ecuacién diferencial de orden
n—1l. )
IV. La ecuacién
F(I, Eh y”- sy yiﬂ)}=0



es homogénea respecto de los arguimentos gy, ¢/, ¢, ...
oo, 4™, 0 sea,

Fx, ty, gy ..., ty)=EF(x, g, ¢'s ..o ™)

Se puede disminuir el orden de esta ecuacién haciendo
la sustitucién

y=ej-zdx‘

donde z es una nueva funcién incégnita de x: z = 2(x).
V. La ecuacidn es tal, que al escribirla mediante dife-

renciales
F(x, y, dx, dy, d%, ..., d"y)=0,

resulta que F es homogénea respecto de sus argumentos
¥, y dx, dy, d%, ..., duy, donde se supone que x y dx son
de primer grado e y, dy, d%, etc., de grado m. En estas
condiciones, d—i serd de grado m—1, %de grado
m—2, etc.

Para reducir ¢l orden de la ecuacidn se hace la susti-

tucion

x=gel, y=ue™,
Como resultado obtenemos una ecuacidn dilerencial enlre
uy { que no contiene a f explicitamente, la cual permite
reducir su orden en una unidad (case ILi).

Al resolver el problema de Cauchy para las ecuaciones
de orden superior es conveniente determinar los valores
de las constantes €; durante el mismo proceso de resolu-
cién y no después de haber hallado la integral general de
la ecuacién. De este modo, resulta mas répida la resolu-
cién del problema, pudiendo ocursir también que se simpli-
fique considerablemente la integracién, puesto que las
constantes C; tienen ya valores numéricos concretos.
Cuando las constantes C; son arbilrarias, la integracidn
resulta mas dificil y a veces suele ser imposible expresar
la integral por funciones elementales.

Como ejemplo, veamos ¢l siguiente problema de
Cauchy

g”=2y3l ¥ Iho= L ¥ |g..,a= L.
Poniendo ¥’ = p, oblenemos

p %ﬁ— = 2%, de donde pt=y'+C,, o bien %% — l/yl_H':}_
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Separando las variables, hallamos
1
$4C= [ (¢ +C) 7 ay.
En el segundo miembro de la (iltima iguidad resulta una
integral de una diferencial binomia, En esie caso, m =0,
n =4, p-=—-%. o sea, es un caso no integrable.
Por consiguiente, esta integral no se expresa en forma

de combinacidn [inita de [unciones elementales. No obs-
tante, empleando las condiciones iniciales, resulta C; = 0.

Por lo tanto, -%=y2. de donde, teniendo en cuenta las

UL : |
condiciones iniciales, hallamos finalmente y=-<——-

He aqui unos cuantos ejemplos de casos distintos de
reduccion del orden de la ecuacién diferencial.

Ejemplo 1. Hallar la solucion general de la ecuacidn
y"""=sen x + cos x.

Solucidn. Integrando sucesivamente la ecuacién
dada, resulta

y'=—cosx+senx4C,
y' = —senx —cos x4 Cx 4 Cy,
y=cosx—senx+C, "T"+Cq.:+cs.
Ejemplo 2. Hallar la solucién general de la ecuacién,
see__ Inx

==
y sefialar la solucién que cumple las condiciones iniciales
Ulomy=0, ¢ia=1 ¢l =2

Solucidn. Integrando esta ecuacion sucesivamente
tres veces, hallamos

yﬂ=j’%“-dx=—'!—rii~—‘-:—+c;,
y':-——;-ln“x—lnx+C,x+Cg. (1)

R 3 - Ll
y=—3Ilo*x+C 5 + Cox +C5.



Busquemos Ja solucién que cumi}le las condiciones ini-
ciales dadas. Poniendo en ‘zl) los datos iniciales, obtene-
mos

LG+ C=0
Ci+C=1
—14C,=2
Dedonde C,=3,C,=—2,C; =ﬁé— La solucién buscada es
y=—7Inx +%x“—2x+%.
Ejemplo 3. Resolver [a ecuacion
g =VI+GF.

Solucién. La ecuacién no contiene la funcién in-
cognita y y su derivada, por lo cnal, hacemos y" = p.
La ecuacién toma ahora la forma

dp
==Vl + r
Separando las variables e integrando, obtenemos
£HHC1_ g—{xkC0
p= _.+.
Sustituyendo p por y” resulta

Yy &ETO - g (X +C}
y O .

Z
Integrando sucesivamente, se tiene
+Ci —x+Cob +Ci __ g—1x+Ci)
¥ =ﬁ_i'.;__. Aay, y=L_é?_+ Cox+Cy
o bien
g=sh(x+C)+Cox +Cs
Ejemplo 4. Resolver la ecuacién
xyV — yV=0.

Solucién. La ecuacién no contiene la funcién in-
cognita y sus derivadas hasta el tercer orden inclusive.
Por esto, haciendo y'V==p, resulta

dp

xa—‘-—p=0.
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De donde
p=Cix, yV=Cx.

Integrando sucesivamente hatlamos
" =CI +Cg-
y =1=('-"'l +ng+03,
y=C i T +C:; +C1x+C,,,

y=C1m+Cg-§*+CgT+C¢x+Cs
o bien - - =

y=C X 4+ Cox® - Cx* - Cix + C,,
donde

- C -
Cg='ﬁ_2. C_-g=—.

=5
Ejemplo 5. Resolver la ecuacién
g 4y = 2emv,

Solucidén, La ecuacién no contiene la variable in-

dependiente x. Haciendo y'=p, J"—p; , obtenemos

la ecuacién de Bernoulli

p ﬁj + pP=2e70,

Con la sustituelén p?*=z, ésta se reduce a la ecuacién
lineal

d” L2 L 95 = demv,
cuya solucidn general es
z=de=V+Ce2,

Sustituyendo 2 por p?= 4", obtenemos

L =2 VITTFCe .

Separando las variables e integrando, resulta

x4 Cy= =5 VI —C,.



De aqui que i
e +C =(x+ G,
donde

A i
c, =TI

Esta es la integral de la ecuacién dada.
Ejemplo 6. Resolver la ecuacién
Ky =y — xy'f.
Solucidn. La ecuacién es homogénea respecto de g,

%

i, u”. Con la sustituecidn g,f=e-rz'f donde z es una
nueva funcién incégnita de x, el orden de la ecnacién
se disminuye en una unidad. Se tiene,
y;:ze‘f (2 2Y) ol 7%
Poniendo en la ecuacidén las expresiones de y, ¢/, y"”, re-
sulta
2
xz(z;+33)efjxdx=(ej zdx_xzej'zdx) i

Simplificamos por e* ! #4%:
22(2 + 2N =(l — x2)% o bien, ¥z’ 4 xz=1.

Esta ecuacidn es lineal. Su primer miembro se puede es-
cribir en la forma

(x22) = 1.

De donde £
Pr=x4+0C,

o hien, ; g
&= i -+ -;.';' B

Hallamos la integral
J-zdxzI[_—:_+%)dx=ln|xl—%+lnca.

La solucidn general de la ecnacion dada es
()

Y= , o bien, y==Cyxe *.
Ademas, la ecuacion tiene la solucion trivial y = 0.

Inlxi+-§-’1nc.
e x

Ejemplo 7. Resolver la ecuacién
23y ={y — xy'}’.



Solucidn. Demostremos que esta ecuacién es homo-
génea generalizada. Suponiendo que x, ¥, ¥, ¥ son de
grado 1°, m-ésimo, (m — 1)-ésimo y (m — 2)-ésimo, res-
pectivamente, e igualando los grados de todos los tér-
niinos, obtenemos

34 (m—2)=2m, (*)

de donde m = 1. La resolubilidad de la ecuacién (*) es
la condicién de la homogeneidad generalizada de la ecua-
cidn.

Hagamos la sustitucién

x=¢, y=ue.

Como
dy du .
a (Gt —yy,
de — dx ¢! Tt !
di
d(d) sy g
dty _ dt\dl)  dFE T4 ot [, du
dx T dx T g (rtr‘ ar )’
dl

después de simplificar por el factor ¢* la ecuacién dada
toma la forma
d?u du " du \2
a7+ =G

. d s d
Poniendo 7 =p, 5 =p 3=, obtenemos

d,
P+ p=p"

De donde p=20, o bien, %4—1-_—:,0,
Integrando la segunda ecuacidn, resulta
du

p=1+4+C,e" o bien, =Ll +Cev

La solucidn general de esta ecuacién es

E‘

u=lnm-
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Volviendo a las variables ¢ e y, obtenemos la solucién
general de la ecuacion dada '

X
y=x1nm.

Nota. El caso p =0 nos da # = C, o bien, ¥ = Cx,
solucién particular que resulta de la solucién general para

= e <, Cg =0.

Integrar las ecuaciones:

381.
382.
383.
384,

385.
386.

387.
388.

389,
390.

391.
392.

393.
394,

395.
396.
897.

398,

399.
400.

401.

g =xe*, y{0)=y (0)=y"(0)=0.
yWV=rx.
y”’:xlnx. y{l)=yf(1)=yﬂ[l}=0
Yy = x4 cosx.
V= vD=y ()=y"(1)=0.
y" — by 4 6=0.
U+ 2y +y"+1=0.
9" — 29"y +3=0,
"o y’
xy —y']n—x—.
ylt’+yr‘=y}'.
yﬂ'_l_y.ru’ml.
v (14 2Ilng)=L
x=y”’—|— 1
4y’+y”'=4xy”.
2
yﬂl_yfyflfz{%) -
g (' +2)er = L.
=t y@=0.y@)=1
y=Vi4y'
y'=y'lny’ yl=0 ¢ =1
207Ny =y Y|y =—06e"% ¢ | =2
vy VT —1=0 Yla=0, ¥\ =—1L
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402.
403.
404.
405.
4086.
407.
408.
409.
410.
411.
412.
413.

414.
415,
416.
417.
418.
419.
420.
421.
422.
423.
424.
425.
426.

427.
428.

"

=ty ploy=In2—1, y|_,=—L
Wty —x—1=0

24’y

¥y — 33”' =,

x'y =y g

Xyt 428y = 1.
Vi=2y' +Vi—y" =0
(c— Dy 2y =2
yr=1L

gy —y" — 1=0.

3y'y" =2y y(O)=y (0)=L

" = aet,
|
' e
4y v
5
By =y °.

l+_:;’e=2yy”.
Py'=—1 y{l)=1, ¢’ (=0
=3y’ yO) =y O)=1, 5" (0) =2,
" 2 ]
gy — v =y’
yy.rl:yf*_
y'=e", y(0)=0, y'(O)=1
2yy" — 3y" = 4¢*.
yn= 1 +yl=- )
xy'{yy” — y") — gy’ =
Ayt =(y—xy’P, y(=yp (=1
Y L2 =0yl =In2, | _=—1.
g =y (1 +¢").
2
3y” =14 y")7.
yrT2ing)=1; glog=0, ¢ =1



429, y" (Y +2ev=1; yl=e" ¥l ,=—1
430. ¢y —Buy'y” + 2" + Loy’ — )= 4.

431, Hallar el tiempo que necesita un cuerpo para caer
a la Tierra desde la altura de 400000 km (aproximada-
mente, ésta es la distancia desde la Luna hasta el centro
de la Tierra), si la altura se mide desde el centro de la
Tierra y el radio de la misma es 6400 km, aproximada-
mente,

432. Hallar la ley del movimiento de un gunto' mate-
rial de masa m que se mueve por una recta OA debido a
la accién de una fuerza repulsiva que es inversamiente
proporcional al cubo de la distancia del punto x = OM
hasta el centro inmavil O.

433. Un cuerpo de masa m cae desde una altura con la

velocidad v. Durante la caida, el cuerpo experimenta una
resistencia que es proporcional al cuadrado de la veloci-
dad. Hallar la ley del movimiento del cuerpo.
434. Hallar una curva que pase por el origen de coordena-
das, de modo gue el 4rea del tridngulo formado por la
tangente a la curva en uno de sus puntos, la ordenada del
mismo punto y el eje OX, sea proporcional al area del
trapecio mixtilineo formado por la curva, el eje OX y la
ordeniada de este punto.

?35. Hatlar la curva cuyo radio de curvatura es cons-
tante.

§ 14. ECUACIONES
DIFERENCIALES
LINEALES DE ORDEN n

1. INDEPENDENCIA LINEAL DE LAS FUNCIONES.
DETERMINANTE DE WRONSKY {WRONSKIANO)

Sea dado un sistema finito de a funciones g (x},
Ya(X), ..., Yn(x), definidas en el intervalo (a, #). Se dice
que éstas son linealmente dependienics en el intervalo
(a, b). si existen unas conslantes ay, o2, ..., ay, N0 simul-
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tineamente iguales a cero, tales que para lodos los valores
de x de esle intervalo se cumple la identidad:

ayy () ayp )+ o F gy, {x)=0.

Si esla identidad se cumple solamente para g; = oz == ...

.= an = 0, se dice que las funciones y,(x), ya(x), ...
vy Yu(x) son linealmente independientes en el intervalo
(a, b).

Ejemplo 1. El zistema de funciones |, x, x2, x? es ii-
nealmente independicnle en el intervalo (— oo, -+ o0}. En
efeclo, la igualdad @;-1 = cax 4- cat? -k oyx® = 0 puede
cumplirse para todos los valores de x & (—o0, 4-c0) sola-
mente cuando o) = a3 = a3 = o; = 0. Si al menos uno
de esios niimeros es diferente de cero, en el primer
miembro de esta iguaidad tendremos un polinomio de gra-
do no superior al tercero; ésle puede converlirse en cero
no mas que para tres valores de x del intervalo conside-
rado

Ejemplo 2. El sislema de funciones ehs, gh®, ek,
donde &, kg, k3 son dislintos dos a dos, es linealmente in-
dependiente en ¢l intervalo — oo <C X << 4 co.

Supongamos, por el contrario, que ¢l sistema dado de
funciones es linealmenie depeudicnie en esle intervalo.
Enionces,

aefit - qefit 4 gt =10 (A)

en el infervalo (— oo, + eo), siendo distinto de cero al
menos uno de los nameros o, o, o3 sea as = 0, Divi-
diendo ambos miembros de la identidad (A) por et=x, re-
sulta
@y F agehimR % - a0, W
Dercivando (1), oblenemos
ay (kg — Ry} etk gy (By — k) et—bi =0,  (2)

Dividiendo ambos miembros de la idenlidad (2) por
etk % ge tiene

0z (kg — Ry} + 3 (b — ky) etta=5d ¥ = 0, (3)



Derivando (3), obtenemos
ay(by— k) (ky — kg) et R 2=,

lo cual es Imzosib]e, ya que a3 7=0, por la hipétesis,
ky 5= k[‘ Ry = ks Yy gl—k) £ £ ),

La hipétesis sobre la dependencia lineal del sistema
dado de funciones nos conduce a una contradiccion. Por
consiguiente, este sistema de funciones es linealmente in-
dependiente en el intervalo (— oo, 4 o0), 0 sea, la iden-
tidad (A) se cumple solamente cuando o = ag = a3 =0

Ejemplo 3. El sistema de funciones e**sen By,
ez= cos px, donde p 7= 0, es linealmente independiente en
el intervalo — oo << x < 4- o0,

Determinemos unos valores e ¥ ws de modo que se
cumpla la identidad

2% sen fx -+ ae®t cos pr=0. n

Dividiendo ambos miembros de esta identidad por e* =40,
resufta
a, sen fx -} a; cos fx = 0. (2)

Poniendo en (2) el valor x == 0, obtenemos «; = 0 y, por
consiguiente, ay sen fx == 0; pero la funcion sen Bx no es
idénticamente igual a cero, por lo cnal, & = 0. La identi-
dad (2) y. por lo fanto, la identidad (1), subsisten sola-
mente cuando @) = @ = 0, 0 sea, las funciones conside-
radas son linealmente independientes en el intervalo
— o0 << X < 4 oo,

Nota. En particular, queda demostrado que las fun-
ciones trigonométricas sen px, cos x, son linealmente in-
dependientes.

Ejemplo 4. Las funciones senx, sen (x-l-—;:),
sen(x-— -g—)son linealmente dependientes en el intervalo
{_ 00, + w} . .

Demostremos que existen tales nimeros e, oz, o3, no
todos iguales a cero, que en el intervalo — oo << x << 40
tiene lugar ia identidad

a;senx+msen{x+%)+nasen (x—%)aﬂ. (A)
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Suponiende que la identidad (A) estd cumplida, haga-

" In
mos, por ejemplo, x==0, x=-:—. r=3. Entonces, ob-
tendremos el sistema homogéneo de tres ecuaciones con
tres incognitas ey, g, ot

uqsenj;l—q;sen§=ﬂ
31
a'_l?lﬁ__ +u,seu?"+r:,sen%=0 (1)

! an
a + uzsen-g%:‘— + o sen =0
El determinante de este sistema

T tid
0 sen+ —sen—

- ]

1 dn n

= | === Sen— sen —
4 V2 8 8
1 se b en—:si

L T

es igual a cero.

Por consiguiente, las soluciones del sistema homogéneo
(1) no son nulas, o sea, existen tales nimeros a,, as, a;
uno por lo menos, de los cuales difiere de cero.

Para hallar estos ternos de nimeros o, e, o tome-
mos, por ejemplo, las dos primeras ecuaciones del sistema
{1):

@, sen %— ot sen%—:aﬂ

o 3 2z _o
V2=+a,sen F 1~} @, sen =

De la primera ecuacién tenemos o, = «,; de la segunda,

b
a,=—2cos§--u3,

Haciendo ;=1 oblendremos la solucién no nula’
de este sistema (1)

u‘=~—-2cos%. w=1 =1L
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Demostremos ahora que para estos valores de a, o, 03
la identidad (A) se cumple para todos losxe
e (—o0, +00) *). Tenemos, cualquiera que sea x,

a,senx+ugsen(x+%]+a,sen (x—%)s

i

=—2cos 3

5enx+2senxcos%50.
Por consiguiente, el sistema dado de funciones es lineal-
mente dependiente en el intervalo — oo < x < 4 oo.
Nota. Se puede enunciar otro criterio de independen-
cia lineal para el caso de dos funciones. Las funciones
@1 (%) y gz2(x) son linealmente independientes en el inter-
valo (a, &) si la razdn :; E:; no es idénticamente cons-
. P fe) : g (%)
tante: T == const en este intervalo; si (e == const,

las funciones serdn linealmente dependientes. **)

Ejemplo 5. Las funciones tgx y cfg x son linealmente
independientes en el intervalo 0 <x<-g—, puesto que la
g x
clg x

razon =1ig®x % const en este intervalo.

Ejemplo 6. Las funciones sen 2x y senx cosx son li-
nealmente dependientes en el intervalo — o0 << x <T + oo,

, sen 2¢ 2gen xcosx
puesto que la razén ————— s -:: (en los
en

puntos de discontinuidad de la funcién ————. esta

razon se complieta asignindole su “verdadero valor”, de
modo que resulte una funcién continua).

*) Se puede establecer la depend lineal de las [unciones
sen x, sen (x-!-—:s!). sen (x—-g-) admitiendo que sen (x+%)+
+sen(x——%)=-2cm%senx 6 sen (x+%)+sen(x—T‘"']—

—2cos-§-senx-—0.

*) También se puede sefialar ofro crilerio de dependencia lineal
de n funciones (n = 1):

Las [unciones gn (X), Y25 <.y Ynlx) son linealmente dependientes
en el intervalo (g, #), si al menos una de ellas puede expresarse en este
intervalo como combinacién lineal de las restantes. En caso contratio,
el sislema de funciones es linealmente independiente. (Nofa del T.)
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Averiguar si las funciones dadas son linealmente inde-
pendientes en su campo de definicidn.

436. 4, x.
437. |, 2, x,
438. x. 2x, x%

439, o~, xe~, x%px,

440. sen x, cosx, cos2x,

441. 1, senx, cos2x.

442. 5, cos®x, sen®x.

443. cosx, cos(x 4 1), cas{x—2).
444. 1, sen2x, (sen x — cos X}
445, ¥, a" (x < ().

46, lg, x, lg, &' (x>0).

447. 1, arcsen x, arccosx.

448. 5, arclg x, arcctg x.

449. 27, arctg~—, arcetg 5

ar? ax® T apf

450, "7, ¢ T _[ e? df.

o

451, x, ):j di (x> 0).

Supongamos que las n funciones 4 (x), ga(x), .
..y Yal¥) admiten derivadas hasta el orden (n— ). El
determinante

b (x) ya(x) ooy (x)
() i) ..o gh(D)

y([n—l?(x) yg!-ll(x] - B'E.ﬂ_”[x]

se llama deferminanie de Wronsky (0 wronskiano) de
estas funciones. Obsérvese que, por lo general, el wrons-
kiano es una funcién de x definida en cierto intervalo,
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Para el caso de tres funciones, el wronskiano tiene la

forma
yilx) g x} palx)

Wl o wal=| Y109 92 (¥) g5 (%)
gl () g0 4 @)
Ejemplo 7. Hallar el wronskiano de las funciones
gilx)=gbr, gp(x)=et, gy (x)=ehn.

Scolucidn. Se tiene
ek el L

Wiy, o )= Ri€* kyefs kyeh* | =
Riehs  klekr  Rlghx
= plRibhbhd % (R — fy) (kg — ) (R — k_g)-
Ejemplo 8. Haliar el wronskiano de las tunciones
Y, (x) =senx. y,{x)=sen (x + %) ) ya(x)=sen(x —% i
Solucion. Se tiene
Wy 4 sl =
sen x  sen (x+7:) sen (x -

n
= CosX  COS (x -+ g) 08 (x -

2 ols ol
Il
I=]

— sen x — $en (x—[-%) — sen (.r——

pueste que la primera y Gltima filas del determinante son

proporcionales,
En los siguientes ejercicios se pide hallar el wronskia-

no de los sistemas de funciones indicados:
452. 1, x.
453, v, 1.

X
454. 1, 2, »%
456, g—*, xe~".
456. o%, 2e%, ¢~*
457, 2, cos x, cos2x,



458. senx, sen (x + %]

X x
459, arccos —, arcsen—.
n n

460. n, arcsen.x, arccos x.

461, 4, sen®x, cos2x.

462, x, Inx.

|

463. ., e.

464, e sen x, et cos x.

485. e—3* sep 2x, e—% cos 2x.

466. cosx, senx.

467. sen (; - x). cos (-;1’5 —-x).
Subsiste el siguiente teorema.

Teorema. Si el sistema de funciones g (x), ya(x), ...

...y Wa(x) es linealmente dependiente en el sepmento
[a, b], su wronskiano es idénlicamente nulo en [a, b

Asi. pues, el sistema de funciones sen x, sen (; o %)_
sen(x-—g] es linealmente dependiente en el intervalo
(— 00, + oo} y, como [dcilmente se comprueba, su wrons-
kiano es igual a cero (véanse los ejemplos 4 y 8).

Este feorema solamente indica la condicidn necesaria
para la dependencia lineal de un sistema de funciones, El
reciproco no se cumple, puesto que, el wronskiano puede
ser nulo fambién cuando fas funciones consideradas [or-
man en el intervalo un sistema linealmente independiente,

Ejemplo 9. Examinemos las funciones

0, si 0<x<Y
2 o
} » st g <2<,

f.si o<x<y

nlx)=
(x—

|
)=

03| —= o=

(-

0 s p<aslh



¢ 521113 graficas tienen la forma que se muestra en la
ig. 21. )

Este sistema de funciones es linealmente independiente,
puesto que solamente para ay = a2 = 0 se cumple la iden-
tidad i [X] <+ Ggﬂl‘g{xl = ¥
=0. En electo, conside-
randola en el segmento

[0,2—1].oblenemosum{x}s oS i

=0, de donde @ =0, 4 ]

puesto que fa{x) == 0; no L 4ok

obstanle, en el segmento # U
Fig. 21

7 1] se tiene oy fx)=
= 0, de donde a; =0, puesto que #(x) 5= 0 en este seg-

mento.
Consideremos el wronskiano del sistema W [y, 1)

En el segmento [0, %]
Wiy yal = =0,

en el segmento [% I]

i
W (g, gl = 2%1_3 RE
2

Por lo tanto, W [y, yz] = 0 en el segmento [0, 1].

En los siguientes problemas se pide demostrar que las
funciones dadas son linealmente independientes y su
wronskiano es idénticamente nulo. Construir las graficas
de estas funciones.

22, si —l=Sx<0

. £"(“f}""{o, si 0<x<l,
9 0, i —1<x<0
yﬂx}:[x“. si 0<x<L.



{{]. sio 02
g (x)= (e =20 si 2<r<ld,

A6, (x—2P si 0<x<2
"”{”={ 0, 8 2<rgd,

2 si —2<Cx <0

-""("}”’i 0, sio 0<x<l,
70 0, sl —2< 20
9’2(-‘]={x3‘ si 0<x<I.

71 y (=2 pmlx)=xlxl —1<x<L

Veamos un criterio més de dependencia lineal de un
sistema de funciones.

Supongamos que se considera un sistema de funciones
§i(x), y2(x), ..., y=(x) dadas en el segmento [a, ]

b
Hagamos (4, y)= [ 1)y (@dx (i=1, 2. ..., n)

El determinante
(9o 8) (9 52 - (W0 v
T (5o or - ovr Ya)= (y2r 1) (v g2} <0 (420 9a)

(@ 1) (Uno 2}« - (Yo Yo}

se denomina determinante de Gram del sistema de funcio-

nes {yx (x)f.

Teorema. Para que el sislema de funciones yi(x),
y2(%), ..., ya(x) sea linealmente dependiente es necesario
y suficiente que su determinante de Gram sea igual a
cero.

Ejemplo 10, Démostrar que las funciones ¢ = x,
ys=}‘2-\’- son linealmente dependientes en el segmento
[0, 11%).

*) La dependencia linea de estas funci en cusalqui ent
es consecuencia inmediata del criterio expuestoen la nota de la plg. 101
Veéase también la nota del T. en la pég. 101, En este caso, yz = 2.
‘Nota del T.)

106



Solucidn Se tiene
¥ 1
- 2
(b= [ P dx=mi (= (giy) = [ 20 de=1;
o (]

]
4
(Wor y2) = J 4 dr=1.

=10,

T (41 g2 =

wlre ca]—
w]a oo

por consiguiente, las funcionés yi(x) y yz(x) son lineal-
mente dependientes.

472, Empleando el eriterio expuesto, comprobar que las
funciones en los ejemplos 438, 442, 444 son linealmente
dependientes en el segmento [— =, n].

2. ECUACIONES LINEALES HOMOGENEAS
DE COEFICIENTES CONSTANTES

Sea dada la ecuacién diferencial

ay™ + gyl + ... +ay=0, n
donde ay, ay, ..., @ Son constantes reales.
Consideremos ia ecuacién caracteristica
g +ar™ + . Fa, =0 (2

Supongamos que Ay, As, ..., Ay son las raices de la ecua-
cién (2), entre las cuales puede haber milliples.

Se pueden presentar los casos siguienies:

#) A, Ap, ..., Ao son reales y distintas.

En esle caso, el sistema fundamental de soluciones de
la ecuacién (1) tiene la forma:

&, L,
y la solucién general de la ecuacidn homogénea es
1y =Cie""+C ... e

b) las raices de la ecuacién caracteristica son reales,
pero algunas de ellas son maltiples,
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Sea, por ejemplo, by =X =...= Rk =4 de modo
que % es una raiz & — maltiple de la ecuacién (2), mientras
que lodas las demas n — k raices son distinlas.

En este caso, el sistema fundamenial de scluciones
tiene la forma

2 K S A A,
&, xRN L B, et | @M

y la solucidn general es
Yo = CidM 4 Coed™ + Gt + ... +Cax Tl
A T

¢) algunas de las raices de la ecuacidn caracteristica
son imaginarias.

Para fijar ideas, supongamos que A = a -+ if] Az =
=a—if ha=y+i M=y—ib B0, 60, y que
las demas raices son reales coma, por la hipétesis, los
coeficientes a; (i=10, 1, 2, ..., n) de la ecuacién (1) son
reales, las raices imaginarias de la ecuacion (2) son
conjugadas dos a dos.

En este caso, el sistema fundamental de soluciones
tiene la forma

Y
e™ cospx, e sen px, e cosdy, £" sendy, &', ¥, ., ',

y la solucién general es
¥, =Ce"* cos fix + Coe™ sen px -+ Cye¥* cos dx 4+
+Ceevsendx + Cee™ + ... +Coe™
d) sih=a + ip es una rajz & — miltiple de la ecua-
cién (2) (k gi;-). entonces, A = a —ip también serd

una raiz k£ — miltiple y el sistema fundamental de solu-
ciones tendra la forma:

2°% cos Px, e®* sen fx, xe®* cos fx, xe® senfx, ...
, e cos px, 16 sen Bx, BT, L, @',
Por consiguiente, la solucién general es: .
yg =Cye®* cos fix - Coe®* sen px + Cyxe® cos px -~
+ Coxe®* sen px + ... + Copny¥*~'e™ cosfx +
1 Cour®™'e™ senfy + Copg €401 4 ... +Cpel.
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Ejemplo 1. Hallar la solucién general de la ecuacién
H:n i 2yll — ayi": 0
Solucién, Formamos la ecuacion caracteristica
A= 22=30=0.
Hallamos sus rafces: 4 =0, lp=—1, 23 =3, Como

éstas son reales y distintas, la solucién general tiene la
forma

Yg= Cy+ Cpe—* +C383".
Ejemplo 2. Hallar la solucién general de la ecuacién
y’i’f+ 25‘.(‘ + yi'= 0-
Solucién. La ecuacion caracteristica tiene la forma
A2 2=0.

De aqui hallamos: 4 = Ay = — 1, A3 = 0. Las raices son
reales. Una de ellas (precisamente A = — 1) es miiltiple,
de segundo orden, por lo cual, la solucién general es:

Yy =Ce=* 4 Cyxe™* + Cy.
Ejemplo 3. Hallar la solucién general de la ecuacién
y!!! + 45‘!’? + 'Isy.f —_— 0.
Solucidn., Laecuacién caracteristica
W4T 13 =0
tiene las siguientes raices:

A=0, Ap=—2—3i, Ay=—2+43L
La solucion general es:

yg=C, + Ce~* cos 3x 4 Cye~ sen 3x.
Ejemplo 4. Hallar la solucion general de la ecuacién

yv_Eyl\' + 2yflf_ 4y” + y’ S 2y=0.
Solucidn. La ecuacion caracteristica

=2 — A —2=0
o bien,
(n—2) (32 1pP=0.



tiene las siguientes raices: A =2 es pna rafz simple
¥ A = 4-=1{ es un par de raices imaginarias de segundo or-
den. La solucién general es

g =C % -1 (C; + Cyx) cos x (C, 4 Cyx) sen x.
Ejemplo 5. Resolver la ecuacion
gV 44y 4 8y” 4+ 8y 4 4y =0.
Solucidn, Formamos la ecuacién caracteristica
Af 4 4A7 4 832+ 82 -4 =0, o bien, (A2-24 4+ 22=0.
Esta tiene las raices imaginarias de segundo orden:
M=ly=— =i, dy=h=—1+41
¥, por consiguiente, la solucién general tiene la forma
Ye=0Cre"*cosx + Coe~*senx--Csxe=*cos X 4 C,re~*senx,
o bien,
g, =e"*(C, 4+ Cyx)cos x + e~*(C; - C,;x) sen x.

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogé-
nteas conociendo sus ecuaciones caracteristicas.

473, 32430+ 2=0.
474, 232 — 3 —5=0.
475. A(h+ DA+ 2)=0.
476. (A2 + 1% =0.

477. A3=0,

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homogs-
neas si se conocen las raices de sus ecuaciones caracteris-
ticas y escribir sus soluciones generales.

478, A =1, Ay=2.

479, =1, A=1.

480. A =3—2i, Mp=3+ 20
481 Ay=1, =1, A= L.

Formar las ecuaciones diferenciales lineales homoge-
neas si se dan sus sistemas fundamentales de soluciones.
482, e—*, e*.

483. 1, e~
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484.
485.
486.
487.
488,
489.
490.
491.
492.
493,

g=ix, pe=,

sen 3x, cosdx.

1, =

ex, eiz‘ 535_

ex, xet, x’es.

es, xet, e,

1, x e~

l, senx, cosx.

e™,  senx, coOSK.

I, e~*senx, ¢ *cosx,

Integrar las siguienies ecuaciones:

494,
495.
498.

497.
498.

499.
500.
501.
502.

503.
504.

505.
5086.

507.

508.

509.
510.

511.
512.

513.

514,

y'—y=0.

3" — 2y — 8y =0.

Y =38y + 3y —y=0,

g0 =1, y0)=2 p"(0)=3
v 42y + y=0.

¥ =4y +3y=0.

y(0=6, y'(0)=10.

g+ 6y” 4 11y’ + 6y =0.

Y =2y —2y=0.

gV 429V 4 gV =0.

4y" — By -+ Sy =10.

Y — 8y =0,

gV -+ 4y’ - 104" + 12y + 5y =0.
Y =2+ 2 =0, y0)=0 g (O=L
g =2y +3y=0, ylO)=1 ¢y 0)=3
gV 42"+ 4y” — 2y’ — By =0.
§¥ + 4y + 5y" — 6y — 4y =0.
v 2y — gy — 2y =0

Y= 2y 2y =0,

YV —y=0.

=0

g — 3y —2y=0.

2y" = 3y" +y' =0,

I



3 ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS
(O COMPLETAS) DE COEFICIENTES CONSTANTES

Sea dada la ecuacién diferencial
aoy'™ + "V L Fay=T(x) {1}

de coeficientes constantes reales ag, ay, ..., @n.

La solucién general de la ecuacion no homogénea (1)
(llamada también complela) es igual a la suma de la so-
lucién general de la ecuacion homogénea correspondiente
y de cualquier sofucidn particular de la ecuacién no homo-
génea.

La solucién general de la ecuacién homogénea corres-
pondiente se hjla seglin las reglas expuestas anterior-
mente en el apartado 2. Por lo tanto, el problema de la in-
tegracion de la ecuacidn (1) se reduce al problema de la
bisqueda de una solucidn particular y, de la ecuacién no
homogénea. En el caso general, la integracidn de la ecua-
cién (1) puede realizarse por el método de variacidn de
las constantes arbitrarias. No obstante, cuando los segun-
dos miembros tienen una forma especial la solucién par-
ticular puede hallarse con mayor facilidad por el método
de seleccion.

Para que sea posible emplear el método de seleccién,
el segundo miembro f(x) de la ecuacién (1) tiene que te-
ner, en el caso general, [a forma:

[ (xy=e**[P, (x) cos fx + Qun (%) sen Bx], 2)

donde P, (x) y Qn(x) son polinomios de grado n y m, res-
pectivamente. En este caso, se busca una solucién parti-
cular y, de la ecuacién (1) de la forma

g, = x%e"= [Py (x) cos px + Q, (x) sen px], @)

donde # — max(m. n), Py(x) y @i(x) son polinomios en x
de grado &, de coeficientes indeterminados, y s es el orden
de multiplicidad de la raiz A = @ == ip de [a ecuacién ca-
racteristica (s = 0, si « == ip no son raices de la ecuacién
caracleristica).

Si ¢l segundo miembro f(x) representa una suma

1

flxy= EI af; (x), (4)

=
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donde f;(x) son de la forma (3), en virtud del principio
de superposicion se busca una solucién particular gy de
la ecuacion {1) de la jorma

i
Hp= !_21 Qilfin

He aqui un cuadro sindptico de las formas de solucio-
nes particulares para distintas formas de segundos miem-

bres.

s Segando mizmbro
du de Ja acnaclon

Raiees de [a ecuacidi

Parma de la solucidn
particular, donde

wrden] diferencial garacteristics Gk (m. 1)
1. Bl naomero O no es P ()
raiz de la ecuacién
caracteristica
1 Py (x) ; 5 =
2, El nimero O es raiz X5 P (x)
de la ecuacidn carac-
teristica de orden s
I. EI ntimero @ no es By (xy 6™
raiz de la ecuacién
caracteristi
P () 0% aracierisiica
I m . i 1B ax
(@ es real) 2, El niimero @ es raiz X Py (x)

de la ecuaciin caracs
leristica de orden &

Py (x) cos Prt

. Los nimeros =iff no

son raices de |la
ecuacidn caracteris
tica

ﬁgﬁ(:] cos x4
+0p (2} sen fx

L T Qumixisenpe | 2 Los nameros ==ifi | x* (Py (x) cosprt
son raices de la + 0 (%) sen px)
ecuacion caracleris-
tica de orden s

1. Los nimeros a=/f B (P (x) cos fix+
son  raices de la © Pl
ecuacién caracteris- +é*[ Jesipz)

" lica
7| €™ [Py (k) cos pxt =

v +[Q:.“)}5en%x| 2 Los nimeros azxif | x*(Py(x)cosfet
son rajces de 1a |4.{), () sen px) ™
ccuacién caracleris
tica de orden s

§-447 13



Ejemplo 1. Hallar la solucién general de la ecuacidn
y”’-—-y”+y’—y=x"+-r‘

Solucidn. La ecuacidn caracteristica 2> —3*4
4+ A—1 =20 tiene raices distintas: A =1, lg= —1i,
A3 = i, por lo cual, la solucion general y, de la ecuacion
homogénea correspondiente es:

Yg=Ce" 4 C,cos x + Cysen x.
Como el nimero 0 no es raiz de la ecuacidn caracte-

ristica, se debe buscar la solucion particular y, de la ecua-
cién dada de la forma

y,=/||x"‘ + Agx-{- Aan

donde A, As, A; son, por ahora, coelicientes indetermina-
dos. Para hallarlos, se sustituye la expresidn de y, en la
ecuacién dada, resultando

— A (24— A x (A — 24, — A) ="+,
de donde
A=—1
24, — Ay =1
Ay — 24, — Ay =0
Resolviendo esle sistema hallamos:
A=—1, Ap=-3, A=-—1L
Por consiguiente, la solucién particular es
yp = e a." —3x— 1
y la solucidén general de la ecuacién dada tiene la forma
y=Ce*+Chcosx 4 Cosenx —x*—3x — L.
Ejemplo 2. Hallar la solucion general de la ecuacién
Y — gy = 12x* 4- 6x.
~ Solucidn. La ecuacién caracteristica 2*—34? =0
tiene las raices &y == 42 =0, ks = |, por lo cual, la solu-
cién general ‘de la ecuacion homogénea correspondiente
€s]
Yg=C, A Cax - Ceex.
4 '



Como el nimero 0 es raiz maltiple de segundo orden de la
ecuacién caracteristica, se debe buscar una solucion par-
ticular de la forma

Yp=x2 (A x* 4 Apx + Ag) = A" + 423 - Ax2,

Sustituyendo la expresion de y, en fa ecuacidn dada, se
fiene:

— 124,42 4 (244, — 64,) x + (64, — 24;) = 12x2 + b2,
de donde

— 124, =12
24!{1 — 6{42 =6
6Ag —2A3=0

La sclucién de esle sistema es; A, = —1, Ay = —35,
As = — 15, Por lo tanto,

Yp=— x* —5x® — 1522
La solucién general de la ecuacidn dada es:
y=0C, F Cox + Cye™ — x4 — 5x° — 1527
E]eh':plo 3. Hallar la solucion general de la ecuacién
y” — 6y’ + 9y = 25¢* sen x.
. Solucién La ecuacidén caracleristica ?—6A 4
+ 9 =0 tiene las raices A, = ky = 3; la solucién gene-

ral y, de la ecuacion homogénea es y, = (C; - Cyx)eis.
Se busca una solucién particular g, de la forma

yy=¢e"(acosx + bsenx).
r-l

Poniendo la expresién de g, en la ecuacion y simplifican-
do ambos miembros de ésta por e¥, obtenemos
(3a — 4b) cos x - (da -+ 3b)sen x =25 sen x.

De agui resulia

3a—4b==0 }

da + 3b =125
La solucién de este sistema es: a =4, b = 3. Por consi-
guiente,

Y,=¢e"(dcosx + 3senx).



La solucién general de la ecuacion dada es:
t=(Cy + Cyx) e* 4 e* (4 cos ¥ 4 3sen x),

Cuando el segundo miembro f(x) conlicne las [unciones
trigonométricas sen fx y cos px, resulta conveniente pasar
a las [unciones exponenciales, como se muestra en el si-
guienle cjemplo.

Supongamos que se necesita resolver la ecuacion dife-
rencial:

Yy y==xcosx n

En este caso, ¥4 1 =0, &) = —i, iy =1, vy la solucion
general de la ccuacién homogénea tiene la forma

yy=C cosx + Cysenx.
Se debe buscar una solucion parlicular y, de la ecuacién
no homogénea de la forma
yp=x[(Ax - Aycos x + (B,x + B;) sen x].
Procederemos del modo siguiente. Consideremos la ecua-
cidn
2" 4 2= xe', 2
Facilmente se observa gue el segunde miembro de la
ecuacion inicial es la parte real del segundo miembro de
la ecuacion (2):
x cos x = Re (xe').
Partiremos del principio de que, si la ecuacién dilerencial
de coelicientes reales
Liyl=F () +ify (x)
tiene una solucidn y = u(x)+ iv(x), enfonces, «(x) es so-
lueion de la ecuacidn Lly) = f(x), mientras que v(x) es
solucidn de ta ecuacion L [y] = fa(x).
Hallemos z, para 1z ecuacidn (2):

2,= (Ax 4 B) xe" = (Ax? -+ Bx) e,

2 =2A¢" +2(2Ax + B) ie"* — (Ax* 4 Bx) ™.
Sustifuyendo en la ecuacién (2} y simplificando ambos
miembros por e, tendremos:

2A 4+ 4Axi + 2Bi = x,
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de donde
JAi=1,

I

A
B

"'ib |

A+ Bi=0, %

Por lo tanto,
zpﬂ.[_ .i-x* +71 xje"‘=(— -;:— x4 % x}(cosx+£senx)=

xcos x 4 x¥sen x xsenx — xPoosx
= 3 +1i 4 —

xcosx - x?senx

Rez,= y

=y, de la ecuacidn (1).

A veces este método facilita y simplifica los célculos
relacionados con la bisqueda de las soluciones particu-
lares.

Ejemplo 4.
y"” + 4y =sen 2x. (1}
Consideremos la ecuacién
27 4 4z = g%,
sen 2x = Im %%, @
2, = Axe®*,

2 = — 4Axe?* - didelix.,

Sustituyendo en la ecuacidn (2), oblenemos

- B
diA=1, A= ol
zp:*%xe?“=——ix(ms?x-l-:‘sen?x)m
= ysen2x—iZcos?2
= xsen2x 4 €0s 2x.
Imz,=— %mshzy, de la ecuacién (1).

Determinar la forma de la solucion particular de la
ecuacion diferencial lineal no homogénea, si se conocen
ias raices de su ccuacién caracteristica y el segundo
miembro f(x):

n



515. =1, 4,=2, f(x)=ax’+bx+c.
518. by=0, hy=1; flx)=ax®+bx+c.
517. Ay =0, 4,=0; [(x)=ax*+hx+¢.
518, M= 1, =2 f(x)=e"(ax+H).

519. Mi=—1, hh=1; flx)=e"“(ax+ b}
520. A, = — 1, hg=—1; [(x)==e~%(ax + b).
521. 4, =0, Ay=1; [(x)=senx 4 cosx.

522, My =—1, ba=1 f[(x)=senx-cosr.

523, hy=—2i, =2 [(x)=Asen2x + Bros2x.
524, hy=—ki, hy=~Fi; [(x¥)=Asenkr <+ Bcoskr.
526. A, =1, L,=1; f(x}=e"*(dsenx+ Bcosx).

526, A =—1—1i, Lh=—14+1

fx}=e=*(Asenx+ Buos v).
527. hy=dy=ly=1, J(x)=ax’+br+e.
528, & =0, =1, 4,=2; [(xi=u®+br+c
529. =R, =0, =1, f(x)=ar®+bx+ec
530. Ay=lpo=04,=0; f(x)=ax’4bx+ec
831 Ay =i, y=—1{, ly=1: F{x)=senx+cosx.
532, a) Ly=~—1, =1, -’tm=-2
b) 4,=0, L;=2, ;=3
Q) M=y —1, Ag=1
d) Ai=lh=ki=—1
e y==—1, ha=ly=1

f (%)= ae=* 4 be".

) =A==
533. a) Ay =0, =1
b) A=k, Ag=1
Q) =l =#k
b kx
d] ;e by 0, By fk(qlo axa:— X + €) etx,
&) W=ly=4k k=1

) h=lr=hy=k
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534. a) Ay=hy=1, 4;=2
} Fix}=asen x+bcos x.

b) Ay=—1i, Ay=1, Ay=0
535. a) A =3 —2i, A =3+ 2},
Ay=Ay=0.
B) 2 dy 3 — 2 f(x)=e*(sen2x+
) My=dyp=38—2 -+ cos 2x).
hy=1l,=34 2

Determinar la forma de la solucion particular para
las siguientes ecuaciones diferenciales lineales no homo-
géneas:

536. 4~ + 3y’ =3,

537, 4" — Ty’ =(x— )%

538. 4" - 3y =e".

538, ¢" + 7y =e-E,

540. y” — 8y’ 4 16y =(1 — x) &',

541, v — [0y + 25y == %%,

3
542, 4y” — 3y’ =ve* .
543. ¥ — i — =g+ e,
544, y" — Ay’ == yetr,
545, " + 25y ==cos 5.
546. " 4 y=senx —cosx.
547. y” + 16y =sen(4x 4 o).
548. y” + 4y° + 8y = e** (sen 2x 4 cos 2x).
549, (7 — 4y’ 4 By ==&’ (sen 2x — cos 2x).
550. y” + 6y’ + 13y =e—3*cos 2x.
851, 4" + k*y =k sen (kx +a).
552. " - kty = k.
553, y” -4y ==sen x sen2x,
554. y” — 4y’ =2 cos® 4x.
555, yu: + y==x.
586, ¢ + 6"+ lly' +6y=1.
657. /" 4y =2.
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558. "' 4 4" =3.

559, yW —p=1.

560, gV — y'=2.

561, yV — =3,

562, yV — gy =4,

563. yWV 4y 4yt =1,

564, yV 2y L 4" =gt

565. y'V 4 24" 4 y¥ =e—r,

566, WV 4 2y 4 4" = xe—t.

567. 4V + 44" + 4y =scen 2.

568. ¢V 4 4y” 4+ dy=cosx.

569, 'V 4 4y" 4 4y = xsen 2y,

570. 4"V 4 2n%y” - n'y = a sen (nx + «).
571 g™V — 2n*y” + nty = cos (nx - a).
672, gV 4 4y + 64" + 4y’ 4 y=sen x.
573. yV — Ay 4-6y” — 4y’ 4 y=¢".
574, yWV — 4y - 6y" — Ay’ + y == xe~.

Resolver las siguientes ccuaciones:

575. "+ 2y 4 y=—2.

576. y” + 24"+ 2=0.

577. y" 9y —9=0.

578, y"' 4y =1.

579, by — Ty —=3=0.

580. §V — 6y’ +6=0.

B81. 3ylV 4 =2,

582. ¢V — 2y 429" — 2y + y==1.
583. y” — 4y’ + 4y =",

584. y” 4= 8y ==8x.

585. y¥ — 28y + Rly=e*, (k== 1)
586. y* + 4y’ -+ 4y = 8Be=2,



587,
588.
589.
590.
591.
592.
593.
594.
595.
596.
597.
598.
599,
600.
601.
602.
603.
604.
605.
606.
607.
608.
609.
610.
611.
612.
613.
614.
615.
618.
617.

y” 4 4y’ 4 By =G,
Ty — ' = ldx.
y” -+ By’ = 3xe~3%,
o + 5y + by =10{1 — x)e~*,
y" 2 42y =1+4x.
Y by y =+ et
y" + 4y’ — 2y = Bsen 2x.
y" + y=4xcosx.
" — 2my’ + mPy = sennx.
y" + 2y' 4 by = e~*sen 2x.
y" + a'y=2cosmx+ 3senmx  (m = a).
g —y =e"senx,
y" + 2y = 4e* (sen x 4 cos x)°
y” + 44" 4 5y = lle~** cos x.
y" 4+ 2y 4+ Sy =e*(2x - sen 2x),
4y + 8y" = x sen x.
y" — 3y + 2y = xe".
"+ y = 2y ==x%ei,
g — 3y + 2y = (x* + x) ™,
g =yt =t
gV =2y 4 2y — 2y g =gt
Yy =2y +y=a
5y" — 6y’ + 5y = 13e“ chx,
YV gt =2t x
¥ — V= xe® — 1,
y" +y=x*sen x.
y" + 2y + y = x’e~*cos x.
y'" — 4y’ = xe™ 4 sen x + x%.
gt —y=senux.
y" 4+ 2y 4 2y =e—*cos x 4 xe-*
gV — 2y" 4 y=cos x.
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618. y” 4 = 2sen xsen2x.

619. y” + 4y = rsen?x,

620. W 24" L 24" + 2y - y = xe* + —;cos %,
621, "4y’ =costx+e* 4+ i

622. yV4-4y"=e* 4 3sen2x+ 1.

623. v — 3y + 3y’ — y=e"ros 2x.

624, "' — 2y’ + 4y =e" cos x + x* 4 sen 2.
625, y' +y'=x"—e*4en

626. y”" — 2y’ — By =2x - = — 2%,

627, " 4+ dy=ce" 4+ 4sen2x 4 2costx — 1.
628, y" 4+ 3y 4 2y =6xe~*(l —e—x),

629. 4" + y = cos? 2x + sen® %

630. y” — 4y’ 4 5y =¢e* (sen x 4 2 cos x).
631, y” —4y" 4 5y =1+ cos* x 4 e¥=,

632. y” — 2y’ - 2y = sen? .
Y L 2

633. y”" —3y'= 1| 4 & - cos x 4 sen x.

634, y" —2y' + S5y =e"{1 —2sen*x) 4+ 10x 4 |.

635. y" — 4y’ + 4y =4x 4 sen x + sen 2x.

636. v 424"+ y=1+ 2cos x + cos2x — sen 2x.

637. v+ ¢+ | =sen x + x + 22

638. y" 46y 4 Oy ="9xe=3* | | 4 9sen x.

639. ¥+ 24" + | =3sen2x 4 cos x.

En los siguienies problemas se necesifa hallar las
soluciones particulares de las ecuaciones que cumplen
las condiciones iniciales dadas:

640. y" — by by =(12x =T)e=%  y(0) ==y’ (0)=0.

641, 4”0y =665  y(0) =y’ (0) =0.

842, y" — 4y’ + Sy = 2x%"; y (=2, ¢ (0)=3.

843, y" + 64"+ 9y=10senx; y(0)=y'(0)=0.
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644,
645.
646.
647.
648.
649.
650.
651.
652.

853.
654.

Yy +y=2cosx; y(0)=1, g’ (0)=0.
y"+4y=senx; yO)=y'Or=1

Y =6y + 9= mx+3 gy (O =5, ¥ (O)=5-
y' =4y fay=e>  y(0)=2, ¢y (0)=38.

y" + 4y =4(sen2x L cos2x); y(n)=y'(n}=2x.
y"—g’==— Se—*(sen x+4cos x); y (0)=—4, y'(0)=5.
¥y — 24"+ 2y=4e"cos x; y{n)=ne", y'(n)=-¢"
y”’ —y'=—25 y0)=0 y(0}=1, ¢"(0)=2.
gV —y=8¢" y(O)=—1, ¢’ (0)=0, y"{0)=1,
y”’ (0)=0.

g —y=2x  y(=y(0)=0, y"(0)=2.
yW—y=28"  y(0)=0, y(0)=2, y"(0)=4,
¥’ (0)=6.

En los siguientes problemas se necesita hallar las so-
ciones particulares de las ecuaciones que cumplen en el
finito las condicicnes dadas:

655,

656.

657.
658.
659.
660.

661.
662.

663.

664.

y" — 4y + 5y =sen x, y es acotada para x — +-co.
y"+ 2y’ +5y=4cos2x {sen2x, y es acotada
para x— — oo,

y”" —y=1, y es acotada para x—co,

y” —y=—=2cosx, y es acotada para x— oo,
y* —2y' 4+ y=4e~*, y—0 para x—>+ oo,

y” 4y 4 Jy=8e"+49, y—»3 para x— — oo,
Yy =y —by=1, y—y—% para x-—» 00,

Y+ 4y + 4y="2e"(senx + 7cosx), y—0 para
X=> — 0.

y” —by' 4+ 6y =2¢"%(9sen2x 4 4cos2x), y—0
para x— - co,

y'— A4y 4y =924 5x — 12)e~*, y—0 para
x—» 4 o0,
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4, ECUACIONES DE EULER

Las ecuaciones de la forma
apt " a4 g xy tay =0, (12)

donde fodas las a; son consianies, se llaman ecuaciones
de Euler
Mediante la sustitucion de la variable independiente

x=é,
eslas ecuaciones se reducen a ecuaciones lineales homogé-
neas de coeficientes constanies:
byl b 4 - b, + by (=0, (13)
Nota 1. Las ecuaciones de la forma
ay (ax + 8)" y 4 ay (ax + 6" gm0 4 L,
con Fap (@ + 0y +au=0 (i4)

también se llaman ecuaciones de Culer y se reducen a
ecuaciones lineales homogéncas de coeficientes constantes
haciendo la sustifucidn de la variable

ax + b=¢,
Nota 2 Para la ecuacion (12) se pueden buscar di-
reciamente soluciones particulares de la forma
y==xF

obteniendo para & una ecuacién que coincide con la ecua-
cién caracteristica de la ecuacién (13).

Ejemplo. Hallar la solucidén general de la ecuacién de
Euler
Ky + ey’ — by =0.

Primer método. Haciendo en la ecuacién la susti-
{ucidn x = et, se tiene:

o,
. dy _ dt _ _, d
y =_—;_,£'f__e —d.’:?-'
Sdi-
A (S
protf = B ) sy )
dx dx ¢ dit di



y la ecuacion foma la forma

ot
G+ 2 —6y=o0.

Las raices de la ecuacion caracteristica son: 4, = —3,
ia =2y la solucidn general de la (ltima ecvacidn es:
y == Cie®t 4 Coe™, Pero, como x=et, resulia y=
= C,x~% 4 Cax?, o bien,

y=-+Cut
Segundo método. Se busca una solucién de la

ecuacién dada de la forma g = x* donde % es un niimero
desconocido Se tiene

i =kxt-1, Y =lkk— 1)x*2
Sustituyendo en la ecuacidn, resulta
KRk — 1) x*=2 - 2xhyt-! —fxt =0,

xRk — 1) 42k —B]=0.
Pern, como x*# 0, se fiene k(k— 1)+ 2k —6=0,
o bien, k* + & — 6 = 0. Las raices de esta ecuacién son:
by = — 3, ky = 2. El sistema fundamental de soluciones
correspondiente es:
m=x7 =
y la solucién general tiene la forima
y=Cux= 4+ Cpx®

[nlegrar las siguenles ecuaciones de Euler;

865. x%y” 4+ xy’ —y=0.

666. xy” + 3xy’ 4 y=0.

667. x*y" + 2xy’ + 6y =0,

668, xy” 4y’ =10.

669, (x4 2P y" +3(x4+ 2}y —3y=0.

670. 2x+ 1Py” —2(2x+ L)y’ + 4y =0.

671, 2y — 3xy” + 3y =0.

672, 2y =2y4".

673. (x4 1Py — 129" =0.

874, (2x+ 1Py +2(2x + ) y" + y' =0.

o bien



Las ecuaciones no homogéneas de Euler de [a forma
m
3 apaty® = yep_(Inx),
k=0

donde P, (1) es un polinomio de grado m, se pueden re-
solver también por el método de eleccion del mismo modo
que se resolvian las ecuaciones diferenciales lineales no
homogéneas de coeficientes constantes cuyos segundos
miembros son de la forma

P, (x).
Ejemplo. Resolver la ecuacién de Euler
Ky~ xy' 4+ 2y =xln x.
Solucidn. La ecuacidn caracteristica R(k—1)—F-
+2=0, o bien k* — 2k 4- 2 = 0, tiene las raices k=

= | — i, &y = I 4 i. Por consiguiente, la solucién general
de la ecuacién homogénea correspondiente es:

#e=1x(C,cosln x + C,senn x).

Buscamos una solucién particular de la forma Yn=
= x(A In x 4 B). Se tiene,

gy=Alnx4+B44, y'= 2

"‘;-
Sustituyendo en la ecuacion dada, resulta
Ax—x{Alnx+ A+ B)+2x(Alnx + B)==xInx,
o bien,
AxInx -+ Bx = xinx, dedonde A =1, B =0. Asi, pues,
Yp==xInzx.

La solucidn general es
y=x(C,coslnx+C,senlnx) 4+ xln .

Resolver las siguientes ecuaciones no homogéneas de
Euler:

675, x®y" 4+ xy' + y=x(6— Inx).

876, x%y" — xy’ 4 y=24,
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677. xy" — xy’ — By=—
678, ay” — 2xy - 2y =2 — 26+ 2,
679, Xy’ +xy —py=x", |mil== L
680. x'y" 4 4xy’+ 2y =2In? x + 12x.

161nx
x

5. ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES
DE COEFICIENTES VARIABLES

Si se conoce una solucidn particular g (x) de la ecua-
cién
Y p )y L+ pe (g =0, (n

se puede rebajar el orden de esta dltima en una unidad

(sin que deje de ser lineal) haciendo ¥ = #2, donde z es

una nueva funcién incognita, y poniendo despucs 2’ = u
’

[se puede hacer directamente la sustitucién u= (‘i) ]

1
Conociendo & soluciones parliculares de la Jefcuacit')n
(1), linealmente independientes, se puede rchajar el orden
de la ecuacidn en k unidades.
La sclucidén general de la ecuacion

Y 4oy (xpye 4 L pa () g =] (x) 2

se expresa como una suma de una de sus soluciones par-
ficulares y de la solucién general de la ecuacidn homogé-
nea correspondiente (1).

Si se conoce un sistema fundamental de la ecuacién
homogénea correspondiente (1), la solucién general de la
ecuacion no homogénea . (2) se puede hallar mediante
cuadraturas por el método de variacién de las constantes.

La solucion general de la ecuacidn (1) tiene la forma

y=Cuy+Clts+ ... +Cotn (3
donde C,, Cy, ..., C,p son constantes arbitrarias.

Buscarenios una solucién de la ecvacion (2} de la
forma

y=Ci () +Cl) g4 ... +Calx) g 4)

donde Cy(x), Ca(x), ..., C,(x) son, por ahora, unas fun-
ciones incognilas de x.

778



Para determinarlas, obtenemos el siguienie sistema:
9CFuly+ - +y,C=0
YO+ 4+ ... +yCL =0

)
Y+ S =)

Resolviendo este sistema con respecto a Ci(x) (i=1,
2, ... n), resulta

dc »
o =ul) (=120

De aqui hallamos
C,(x):_fq:;{x)dx+é,(i=l.2.....n}. (6)

Sustituyendo en (4) C;(x) por ia expresion oblenida, hal-
lamos la solucion general de la ecuacién (2).
Para la ecuacion de segundo orden

¥+ p(X) '+ pa(x) y=[(x),
el sislema (5) lendrd la forma

4G+ u,,=0, } .
e+ yici=1 | )
Despejando en (5) CiyCs, obtenemos
o bl x) £ s il (x)
: AT DN Wyl
de donde hallamos
TR O 100 o (i .
Cilxy=— | s s 4C, Co()= [ L ax 4 G,

donde €, ¥ €, son las constanies de integracion.
Observacién Para la ecuacién

a4 (¥) " +a () y + a () y =F(x),
donde ay(x) #= 1, a,(x) 7= 0, el sistema (5°) tiene la forma
yCi+yCy=0
Yl viCi=435
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Ejemplo 1. Hallar la solucién general de la ecuacién
xy” + 2y’ + xy =0, sabiendo que y, = se‘: L es una solu-
cién particular,

Solucién. Hacemos y=s—9;'3~-z. donde z es una
nueva funcién incognita de x. Se tiene

y=tz+uyz\ y=ylz+ 23"+ 2"

Sustituyendo en la ecuacion dada, resulta
(xuy + 207 + xy)) 2 + X 2” 2 (xy 4 5} 2" == 0

500 X 4. a
Pero, como y, =-——— es una solucién particular de la

ecuacion dada, se tiene xyl -+ 2¢; 4 xy, =0, por lo cual,

xy 2" +2 (x| + )2 =0. ()
Mas, yj= mi't - 55%1 , ¥ por consiguiente, xy| 4y, =cos x.

La ecuacién (1) toma la forma
z"senx 4+ 2z°cos x =0.

Escribamos la ecuacién en la forma

2" €05 &
-z—'+2 sen X =0.

De aqui, se fiene
{ln| 2" |4 2In|sen x|} =0,

de donde In| 2’ |+ 21n| senx I=In-C,, o bien, 2’sen’x=€‘,.
Integrando esta ecuacion, haliamos

z=—-élclgx+cz,

y, por consiguiente, la solucién general de la ecuacién
dada es:

yﬂ—é ('Oi‘t +C2 s'n::x'
o bien,
y=C = +0== (C=—0).
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Ejemplo 2, Hallar la solucién general de la ecnacién
B
y”-f—iy“ﬂ*“%, (x5 0).

Solucién La solucidn general de la ecuacion homo--
génea correspondiente tiene la forma (véase el ejemplo 1):

5En ¥ o5 X
h=GT FGE

Por consiguiente, el sistema fundamenlal de soluciones es:

sen x oS X
Yi==% =%
Busquemos la solucién gencral de la ecuacién dada por
el meétodo de variacién de las constantes arbitrarias:

§=Ci(0) 2L 40y ()2,

donde Ci(x}), Ca(x) son, por ahora, funciones incognilus
de x a determinar. Con cste fin, formamos el sigulente
sistema:

Sen X

) 05 4 () £ =0, ]

Ci (‘} X L05 A‘l: aen x + CS (-f] — Slfn'f‘-— oos T Z%
De aqui hallamos:
Cl{x)=cosx, Ci{x)=— senx.
Integrando, obtenemos:
C (x)=senx +é|, Cy(x) =cosx +éz.

y poniendolos en la expresion de y, resulta la solucién
general de la ecuacién dada;
yzcx se:x +C‘.—3 z:o:.: +%'

2 , o 1
Ejemplo 3. Resolver la ecuacién g Rl Attt

Solucion, La ecuacion homogénea correspondiente
es: y” 4 y=0. Su ecuacién caracteristica 324+ 1=0
tiene las raices imaginarias Ay = — i, hp = i y la solucién
general de la ecuacién homogénea tiene la forma:

Yy=C,cos x4 Cysen x.
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Buscamos la solucién general de la ecuacidn inicial en la
forma:
y=0C, (x)cos x 4+ C; (x) sen x, t1)

donde Cy(x) y Cz(x) son [unciones incégnitas de x. Para
hallarlas, formamos el sistema:
cosx - Ci{x)+senx-Ci=0

—-senx-Ci{A’.)+casx-C5(x}=T:x

Resolvemos este sistema con respecto a Ci(x) y Ci(xk
Ci(x)=—tgx Cilx)=1.
Integrando. hallamos:
C{ey=Inlcos x [+ C\. Calx)=2x4C,
Poniendo en (1) las expresiones de Cy{x} y Ca{x), cb-
teniernos la solucion general de la ecuacion dada:
y=C,cos x4 Cysenx 4-cosx - In| cos x |+ x sen x.

Aqui, cos x-Inlcos x|+ xsenx es una solucién parti-
cular de la ecuacion no homogénea inicial.

Integrar las siguientes ecuaciones (y; e y; son solucio-
nes particulares de la ecuacidn homogénea):

681. X3y — 3xTy" J6xy’ — By =0; gy =ux, w=1r%

682, (x* — 1) y” =6y; y, es un polinemio.

683. (2x+ Dy" +(4x =2y —8y —0; y =™

684. (¥ — x)y" + (2x — 3)y — 2y==0; y es una irac-
cion racional en cuyo denominador figuran factores linea-
es (los divisores del coeficiente de y”).

685. (3x + 22 y” —6(1 4+ x) ' +-6y=6, y es un
polinomio.

686. A (Inx— N y" —xy' +y=0, yy==x.

687. y” + (tg x — 2cig )y’ + 2etg? x-y =0; y =senx.

688. y” +1lgx-y' +costx-y=0; y =cas(senx)

689. 1+ y"+xy' —y+1=0, y=x

690. .tzyﬂ -_ xy’ —_ 35; = 5x1, o) =% .



691. (4x*—x) y" 4-2(2x—1) y' —Ay = 1222—6x, y, =%.
692. y” — y' + ye* =xe™ — |, y, —sene’.

ti
693. y" 4y tgx= 1‘::1: ¥

694, (x+ 197 4 3(x + 1Py 4 (v + Dy =6In(x 4 1).

695. x(x— 1) 4" — (2x—1) y" + 2 = x*(2x=3), y, =2

696. Una cadena de 6 m de longilud se desliza desde
una mesa sin rozamiento. Si el movimiento comienza
desde el momento en que cuelga I m de la cadena ;cuinto
tiempo tardara en deslizarse toda la cadena?

697. Hallar la ecuacion del movimiento de un punto
sabiendo que la dependencia de la aceleracién del tiempo
se expresa por la férmula a= 1,2, si para t=0 la
distancia s = 0 y para { = 5 la distancia s = 20.

698. Un cuerpo de masa m se desliza sobre un plano
horizontal a causa de la accion de un golpe que ha origi-
nado una velocidad inicial vo. Sobre el cuerpo actia la
fuerza del rozamiento igual a — km. Hallar la distancia
que es capaz de recorrer el cuerpo.

699. Un punto material de masa m = | se mueve por
una recla acercandose a un centro por el cual es repelido
con una fuerza igual a k% (x es la distancia del punto al

ceniro). Para =0, x=a, =ka. Hallar la ley del
movimiento.

ax
dt

Empleando el método de variacién de las conslantes,
ntegrar las siguientes ecuaciones:

700. "+ 4y = e T
701, y" 4+ y=tg?x.
2e*

702, y”—y=?_—].
703. y”-"y’=?:_—.i.

W FRe= senfxcosx
1
" S SR
705. y" 4y Cosa



706.

707.

708. y”

709.
710.
718
712.
713. ¢

T14.
715.
7186.
717.
718.
719,

720.

2x? +x’—-4x--ﬁ
I'

=2y =y 2=
!
R N R
2 y V sen” xcosf &
x
-2ty =577

" + l'
v A2+ 2 =y

4 — y’ =e% coser.
i
’” ilyzss e s ol
U e T

y”—|—3y+2y=ﬁ.

i
Yy

xy” — (1 + 227 y' = dx%.

yr—2gx-y' =1

xlnx-y" —y =In?x.

Xy (20— 1)y =— 4%

(k=g —xy' +y=(x—1Pe5 g =2¢"

§7 g ey —eT g =cose™™.

(=) =200y = EZ Ly ]

Rl

{En los problemas que siguen se indica el sistema fun-
damenial de soluciones y,, ¥ de la ecuacién homogénea
correspondiente).

721,

722,
723.

724.

(cosx —senx)y” +2senx -y —(senx+cosx)y=
=g (cosx —senx)y gy =e‘p=senx
xy" — ' — 4l =165%; gy =e¥, yy=e—".
x(l—xhx)y"+(U+22nxy —(x+ 1)y=
=(1 —xlnx)Pe*; y =¢° go=Inx
4+ )y +2@x 4 Dy —y=2V3 4%,
ylm,=3'—?~. - Vz" =V
=Vx¥l.
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725.

726.

721.

728.

729.

730.

731

732.

733.

734.

cosPx . y” —senxcosk .y’ —y=senx, y|_,=
=y'\_=Ll yy=secx, p=tgx

senX-y” 4+ 2cosx-y —senk - y=2cos 2x,
1
senx’y’ senx "

Yi_z=1 ¢ |_2=0;, yy=
n '.g_ |
dxy” +2y’+y=l, lim y=1;
o it
n=sen V%, ga=cosVx.

dxy” 2 4y =2FE = Jim y=0.

(1422 y" + 2xy’ = ,+ T hmuyv—i!.

Y, _a=0

(Il =x)y" 4 xy —y=(x— 1), lim y=0,
Ylm=1i pi=2x, pr==e". o
22 —Inx)y"+x(d—=Inx)y —y=
lim y=0; y=Inx, =%

X o

{2~ Inx)?

Vx

y+ ~y —y=4¢", Tim y=0,4|_ {=—~'-.:
xp—e i, €

o ¥ _ A
h=% h=—F":

Blnx—=Dy" =2y +xy=2Inx, lim y=0
: Xrkfoo
H=1x yzam!nx.

(F =20y +@ =2y —2{l —x)y=2(x—1),
lim y=1 y,=14* yy=e".

X o0

6. COMPOSICION DE LA ECUACION DIFERENCIAL DADO

EL SISTEMA FUNDAMENTAL DE SOLUCIONES

Examinemos un sistema de funciones

nlxh yalxh ooy yulx), ()

linealmente independiente en el segmento [a, b], que tienen
derivadas hasta el orden n inclusive,
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Entonces, la ecuacién

iz} px) .oge(x) y(¥)
i) ylx) ...ogl(x) g0
............... =0, @

yﬁn?(x} y‘,’“(x} gs‘nl(x) y"“[x}

donde y{x) es una funcién incégnita, es una ecuacién di-
ferencial lineal, para la cual las funciones g (x), y2(x), ...
.., Yn{x) forman un sislema fundamental de soluciones.
El coeficiente de #™(x) en (2) es el wronskiano
W [, ys - - .. 4s] del sistema (1).

Los puntos en los que se anula este determinante son
puntos singulares de la ecuacion construida: en estos pun-
tos se anula el coeficiente de la de-ivada superior g (x).

Ejemplo 1. Formar la ccuacién diferencial para la
cual las funciones y(x)= e* ya(x}=e* forman un si-
stema fundamental de soluciones.

Solucidn Aplicando la férmula (2), obtenemos

ex e~% i 1 1y
e —e~* y' |=0, o bien, |1 —1 ¢ [=0. (3
et =% yﬂ‘ | ] yy

Desarrollando el delerminante del primer miemhro de
(3) por los elementos de la {ercera columna, se tiene:

y'—y=0.
Esta es la ecuacidn diferencial buscada.

Ejemplo 2. Formar la ecuacion diferencial, para la
cual, las funciones

y (x)=e¥, ylx)=e*

forman el sistema fundamental de soluciones.
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Solucién. Formemos la ecuacién (2):

e e~ y
2xe —2xe=* g [=0,
(24447 @ (47— 2) = y
o bien,
| | Y
2x —-2x y |=0.

2442 422 —2 y

Desarrollando este Gltimo determinante por los elementos
de la 3% columna, tendremos:

xy’" —y' —dxty=0. 4)
En este ejemplo, el wronskiano W [y, y;] = — 4x se anula
para x =0 Sin embargo, esto no coniradice a la teoria
general, segln la cual, el wronskiano del sistema funda-

mental de soluciones de la ecuacién diferencial lineal ho-
mogénca

Y+ p (DN L - pa () y =0, )

cuyos coeficientes son funciones continuas en el segmento
[a, 6], no se anula en ningiin punto x del segmento [a, b].
Escribiendo la ecuacién (4) en la forma

Y =5y —Axty=0, (6)

observamos que el coeficiente de 4" es una funcién discon-
tinua en el punto x = 0, de modo que en este punto ya no
se cumple la condicién de que los coeficientes de la ecua-
cién (6) sean funciones continuas.

Formar las ecuaciones. diferenciales, para las cuales los
sistemas dados de funciones forman los sistemas funda-
mentales de soluciones:

735, g (x)=1, ya(x)=1x, yy(¥)=2%
736. y, (x)=shx, y,{x)=chx.
737. y, (x)=1x, y(x)=¢".
738. y,(x)=sen x?, g, (x)=cosx?
o

739, 4 (x)=2x, g2(x)=e".
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§ 15. METODO ,DE ISOCLINAS
PARA LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES
DE SEGUNDO ORDEN

El método de isoclinas (véase el § 2) se emplea tam-
bién para la resolucién de algunas ecuaciones de segundo
orden. Tales son las ecuaciones que se pueden reducir a
fas de primer orden, por ejemplo, las ecuaciones de la

forma 4
d* x
—_d.j +f(_dT' '\')50- (1)
Inirodnzeamos una nueva variable v=j—f. Entonces,
2
-‘;Tfs v % v la ecuacién (1) toma la forma
dv __  fle,x}
T e @

Esta es tina ecuacién de primer orden en la que x cs la
variable independiente. Para su solucidn se puede aplicar
¢l método de isoclinas.

Interpretaremos la variable x como el desplazamiento

. d 3
de un punto del sistema y TT =uv como su velocidad,

E! plano de las variables ¥, v se ilama plano fdsico.
Por consiguiente, la ecuacién (2) determina la velocidad
como funcién del desplazamienio.

Construyendo el campo de las isoclinas para la ecua-
cion (2) se puede {razar la curva integral una vez dado el
punte injcial (xq, vo). Esta representacion grafica de la
velocidad © como funcidn del desplazamiento x: v = v(x],
se Wama cuadro fdsico. Las curvas del plano x, v que re-
presentan esta dependencia funcional se denominan
trayectorias fdsicas. Los valoresinstantaneos de x y v son
coordenadas del punto de la trayectoria f4sica. Este altimo
se denomina punfo representativo. Con el tiempo, el punto
vepresentalivo se desplaza por la lrayecloria fasica. Ob-
sérvese que la velocidad positiva suscita con el tiempo un
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aumento del desplazamiento. En efecto, en virtud de la

e . d
susiitucion v = ‘;—‘:. para v >0, se tiene % >0, lo cual

significa que al aumentar f también aumenta x. Por lo
tanto, en la mitad superior del plano fasico, en donde
v >0, el punto representativo tienc que moverse de iz
quierda a derecha, mientras que en ta mitad interior del
plano, en donde v << 0, de derecha a izquierda. Por con-
siguiente, el movimienio por la trayectoria fisica se efec-
tua en direccién de las agujas del reloj.

Ejemplo 1. Conslruir la trayectoria en el plane fésico
para la ecuacién
dix
7 Hx=0. (3)

5 dx aa
Solucién. Hacemos —r =v. La ecuacién (3) toma
la forma

dv g do x
uﬁ+x=0.oblen.3=-—7. (4)

Las ecvaciones de las isoclinas para (4), son:
x
— o=k

Trazando las isoclinas, correspondientes a distintos valo-
res de &, hallamos que las {rayectorias fasicas son circun-
ferencias con centro en el punto (0, 0) (fig. 22).

Obsérvese, que las (rayectorias fasicas cerradas corres-
ponden a les movimientos periddicos. Facilmente se obe
serva que, en el caso de la ecvacién (3), verdaderamente
resulta un movimiento periddico. Resolviendo (3) por los
métodos expuestos anteriormente, hallamos:

x(fy=C cos{ 4 Cysent.
Ejemplo 2. Trazar las trayectorias fasicas para la
ecuacion :
dfx dx
@~ TE=0 )
Solucidén Hacemos p=-§-§-. Entonces, la ecuacién
(5) toma la forma

do v—x
T (©)



La ecvacion de las isoclinas es: = k. Las {rayecto-

rias fasicas tienen la forma de espirales que se desenrollan
(fig. 23). En el cuadro f4sico se puede observar que el mo-
vimiento es aperiédico, con una amplitud que crece inde-
finidamente con el tiempo.

0—X
o

Fig. 22 Fig. 23

Trazar las trayectorias fasicas para las siguienles
ecuaciones diferenciales:

dix dx
740, 7‘-',_,”'!‘”?4‘ x=0.

dix dx i
741. -E,——FE?T»{—G):—D.

dix dx
742. W+2T+X=0.

d*x dx ¢
W-I-(W) +X==0.

dlx dxy2 dx

744. T,,-_2[?7) +-2X —2x=0.
s
df?

?46.%+exp(—%]—x=0.

743.

745. —x-exp[%:-) =0(expu==e“).

747, L 4 x (%’f—]z 0.
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2
748 LX 4 (x g 0) 2 g,

dx

749. 7

dx :
—-F—I—x—x-’:-:(}.

§ 16. PROBLEMAS
DE CONTORNO

Para mayor simplicidad esiudiaremos la ecuacién de
segundo orden

'+ ey + po(x) y=0. (N

Se supondra que los coeficientes py(x) y pa(x) son funcio-
nes conlinuas en cier{o intervalo (a, b). En este caso, toda
solucién y(x) de la ecuacién (1) quedard determinada en
todo este infervalo. A continuacion, en lugar de la ecua-
cién (1) consideraremos la ecuacion

[P Y) —g(x)y=0, p(x)>0. 2

Las ecuaciones (1) y (2) pueden transformarse una en la
otra

La solucién de la ecuacién diferencial (2) se determina
completamente por las condiciones iniciales

Ylx) =g,y (2xy) = yi.

Sin embargo, en muchos prohlemas de fisica se suelen
buscar soluciones dadas de otro modo Por ejemplo, se
puede plantear el problema: hallar una solucién de la
ecuacion (2) que fome en los puntos a y b unos valores
dados y(a) e y(b). Generalmente, en tales casos, interesan
solamente los valores de la solucién para los valores de
x de (a, b) Como los valores y(a) e y{b) se dan en los
extremos del intervalo, los pro%lemas de este género se
denominan problemas de contorno. A conlinuacién se to-
mard como basico el inlervalo (0, a) (intervalo funda-
mental). con lo cual no quedara restringida la generalidad
de los razonamienlos,
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Una forma bastante general de condiciones de contorno
para la ecuacién de segundo orden es la siguienie:

hyy (0) + Ay (0) = A,

koy () + kyy" (n) = B,
donde hg, Ry, ko, ky, A, B son unas constantes dadas y Ao,
Ry, gu, ky no <on simultdneamente iguales a cero.

i A =B =0, las condiciones de contorno se llaman
homogéneas Por ejemplo,

) g0)=y@m)=0
2) Aoy () =y’ (0), ¢’ (M)=—hyy(n); ho Iy >0
3y (O =y'(m)=0.
4) y(0)=y(x), ¥ (O)=y' (n).

Por lo general, los problemas de contorno no siempre
tienen solucion, es decir, no siempre existe una solucién

tal que en los extremos del intervalo tome los valores in-
dicados. Por ejemplo, el problema de contorno

=0, y{0)—yln)=1 y0)+y'(n)=0
no tiene solucién alguna.
El problema
y"+ry=0, y(O)=ym)=0 (4
tiene solucién no nula solamente para valores enieros

de V& En efecto, de la solucién general de la ecuacién
diferencial (4)

3

(3)

y= C}e}"—-_a\ % Cge_m =

se deduce que pueden cumplirse las condiciones de con-
torno cuando, y sélo cuando, A = n? es el cuadrado de un
némero entero n, Las soluciones correspondienies son las
funciones y, == sen nx.

Como se observa en este ejemplo, si en la ecuacion (2),
g es funcién del parimetro A, en ciertas condiciones, exis-
ten tales valores del pardmetro para los que el problema
de conlorno homogéneo para la ecuacion (2) tiene solu-
¢ion no nula Estos valores de j se llaman valores propios
(o autovalores) y las soluciones correspondientes del pro-
blema de conlorno, funciones propias (o autofunciones).
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Estas fltimas se determinan salvo un factor constante
arbitrario. Asi, pues, para el problema de contorno " 4
4y =0, y(0)== y{n) =0, los nimeros 12 2% 3 ...y
las funciones sen x, sen 2x, ... svn los valores propios y
las funciones propias, respectivamente, del problema.

Junto con los valores propios simples, cuando a un
valor propio corresponde una sola funcién propia (salvo
un factor constante), pueden existir valores propios mil-
tiples, cuando a un valor propio i le corresponden dos fun-
ciones propias linealmente independientes.

Para resolver los problemas de contorno {en el case de
ecuaciones diferenciales lineales homogéneas) se procede
del siguiente modo: se halla la solucidn general de ia
ecuacion diferencial dada:

y=Ciy (x) + Coga () ..+ Cryy (¥},

donde g, (x), ¥a(x), ..., ya(x) son soluciones linealmente
independientes. Después se exige que esta solucidn y(x)
satisfaga a las condiciones de contorno dadas, Esto da
lugar a un sistema lineal de ecuaciones para la determi-
nacion de Cy, Cs, ..., C, Resolviendo este sistema, en
caso de que esto sea posible, se halla la solucién del
problema de contorno planteado.

En este caso, si surge el problema de la determinacidn
de tos valores propios, la condicidn de existencia de solu-
cién no nula del sistema, por el que se determinan
Cy, Cs, ..., Cy, es la condicion que determina los valores
propios. Generalmente, esta ecuacién en 2 es trascendente.

750. ¢Para qué valores de 4 la ccuacidn y” <=2y =0
tienc solucién no nula que satisfaga a las condiciones:

a) ¥ 0=y (a)=0,
b) y(0) =y(a) ¥ (O)=y (=)
751, ¢Para qué valores de 2 el problema de contorno
4"+ Ay=0.
y(O)=y(l)=0
posee la solucién trivial y = 0?
752, ¢Cudl de los problemas que siguen tiene solucién?
a) y" —y=0, y({0)=0 y@2n)=I,
b) 9" +y=0, y(0)=0, y@n)=L
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753.

Resolver el problema de contorno

y"+h—ohy=0 »O=y(l) y 0=y
Considerar los casos A—w? >0, A—w? =01~ w? <0

754,

Hallar la solucién de la ecuacién yy'’ < (¥)* +

+ 1 = 0 que pasa por los puntos (0, 1) ¥ (1, 2).
Resolver los siguientes problemas de conlorno:

755.

756.
757.

758.
759.

760.
761.
762,

763,

764,

y" (x)=Fkly(x), donde #*=d’s’, y(0)=u,
] (xu] = U

g (x)=0e® s:y(x), y(O)=v, y (x)=0.

y” (x) — a’sy (x) =0,

9 yO=x, yx)=0,

D) YO =—=, yl=0.

5 ’
y () =o'y (0)+algl, w0 =y(x).
y"” (x) = A%y (x) (h==0)

a) y =0, y() =7,
B yO=0  y() =1
O y@®=0 yh=5.
d y©@©=0, yh=7%.

gV — 2ty ==0, y(0)=y"(0)=0, y(n}=y"(a)=0.
gV — iy =0, y(0)=y (0)=0, y(m)=y"(r})=0.
YV — Ay =0, (0) = ¢’ (0) =0, y(m) =y (x)=0.
¥ +ay” —aly’ —aly=0, y(°)=—%-
yO=1+=, y()=0.

YW — 2y’ - 2y — 2y -y Tcos 2x,

4O =y =5, ¥O=f ¥ @)=z

Nota. Los valores propios de los problemas estudia-
dos anteriormente forman una sucesién numérica cre-
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ciente. Si los coeficientes de la ecuacidn diferencial tienen
un punto singular en la frontera del dominio fundamental
o si el dominio fundamental es infinilo, ‘por ejemplo, lodo
el eje numérico. el especiro, o sea, el conjunto de los va-
lores propios puede tener ofra estructura En particular.
puede haber espectros que contengan todos los nomeros
de algin intervalo de valores A, denominados espectros
continuos. Por ejemplo, supongamos que se necesita re-
solver la ecuacion g’ 4y = 0 para el intervalo — oo <<
< x <+ o0 con las “condiciones de contorno™ y(x)
tiene que estar acotada en el infinito. Esta claro que, en
este caso, cualquier nimero A no negativo es un valor
propio_al cual le corresponden las funciones propias
sen V% x v cos Viu.

Al resolver los problemas de la fisica matemdlica que
dan lugar a problemas de determinacién de los valores
propios, frecuentemente resultan ecuaciones diferenciales
de la forma

[Py —gl)y+rple)y=0 4

tales que en puntos finitos del dominio fundamental puede
haber singularidades de la ecuacién diferencial; por
ejemplo: se anula el coeficiente p(x). Para estos puntos
singulares, las condiciones a satisfacer aparecen del ca-
récfer mismo del problema; por ejemiplo: que la solucién
sea continua o acotada, o bien gue sea infinita pero de or-
den no superior a un orden prefijado. Estas condiciones
desempefian el papel de condiciones de contorno. Un
ejemplo tipico es la ecuacién de Bessel

(xy’l’—"—:_r+?uy=0. (5)

que aparece en los problemas de la fisica malemalica. En
este caso, p(x)==x y ya no se cumple la suposicién hecha
anteriormente de que sea p(x) = 0 en lodo el dominio
fundamental 0 << x << 1, puesto que p(0) = 0. Para la
ecuacion de Bessel, x = 0 es un punto singular.

La. exigencia de que la solucién sea acotada en este
punto es para la ecuacién de Bessel una condicidn especial
de contorne que, por ejemplo, puede expresarse asi: hallar
la solucién de la ecuacidn (5) que estd acotada para
x =0y que se anula para x = |,
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Resolver los problemas de contorno:

765, xy” +y' =0, y()=ay'(l), y(x) estd acotada
para x—0.

768, iyl 4 dxy" + 297 =0, y()=y'()=0, y(x)
estd acolada para x—0.

767. X3y o 62y + 6xy” =0, y (1) =y (1)=0, y(x)
estd acotada para x—0.

§ 17. INTEGRACION DE LAS
ECUACIONES
DIFERENCIALES
MEDIANTE SERIES

I. Este método resulta muy usual al aplicarle a las
ecuaciones diferenciales lineales. Aqui lo aplicaremos para
el caso de ecuaciones de segundo orden.

Sea dada una ecuacion diferencial de segundo orden:

oDy +g(x)y=0. (1)

Supongamos que los coeficientes p(x) y ¢(x) se expresan
en foima de series, dispuestas segiin las potencias enteras
positivas de x, de modo que la ecuacién (1) se puede
escribir de la forma
v Hm+ar+ald+ . )y +

+ oo+ bx 4 b+ .. )y=0. (2)

Busquemos la solucién de esta ecuacién en forma de
una serie de potencias

y= a cax®. 3)
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Poniendo en (2) la expresidn de y y sus derivadas, obte-
nemos:

hE-' Rk — 1) cpx®-2 4 éﬂ ayxk E kgt 4

+2. bﬁx c,,x =0. (4

Multiplicando las series de polencias. reuniendo los tér-
minos semejantes e igoualando a cero los coeficientes en
distintas potencias de x del primer miembro de (4), resul-
tan las ecuaciones:

21 e+ aey + bey =0
*'3:2 g5 2a06; + a1, + ey + biey =0
143 ¢+ Bayey + 2a10:+ age) + b+ biey+baey =0 (5)

Cada una de las ecvaciones (5) contiene un coefi-
cienfe indelerminado mas que la anterior. Los coeficientes
¢ y ¢, se maniicnen arbitrarios y desempefian el papel de
constantes arbitrarias.

La primera de las ecuaciones (5) proporciona ¢ la
segunda, cs; la tercera, ¢y efc. En general, de la (k4
<+ 1)-ésima ecuacidn se puede determinar ¢4z una vez co-
nocidos ¢, €, ..., Cril-

En la practica es conveniente proceder del modo si-
guiente: Por el esquema sefialado se buscan dos solucio-
nes: yi(x) e ya(x). Para g (x) se toma co=1y 6y =0
y para ya(x) se toma ¢o == 0y ¢, = I, lo cual es equiva-
lente a las siguientes condiciones iniciales:

g, (0)=1, § (0 =0,

BO=0, HKO=1 | ®
Toda solucién de la ecuacidn (1) serd combinacién lineal
de las soluciones g {x) e yo(x).

Si las condiciones iniciales son de la forma y(0)= A,
y'(0)= B, entonces, es evidente que

y= Ay (x) + Bya(x).
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Finalmente, enunciaremos (sin exponer la demostracidn)
el teorema de existencia de solucidn de la ecuacidén (1)
en forma de serie (3).

Teorema. Si las series
px)=2 a ¥y qx)=2 bt
he=] [ =11

son convergentes para |x|<C R, 1a serie de potencias (3)
constiuida del modo indicado anteriormente también es
convergente para estos mismos valores de x y es solucion
de la ecuacion (1).

En particular, si p(x) y ¢(x) son polincmios en x, la
serie (3) sera convergente para cualquier valor de x.

Ejemplo. Hallar la solucion de la ecuacion
y" —xy’ — 2y =0 (1)

en forma de serie de potencias.
Solueién Buscamos y(x) en la forma

oo

=X e’ @
Entonces,

yi= I ko, @

yy ()= é) (k — 1) ko a2 )

Poniendo (2), (3) y (4) en (1), hallamos:

3 (k— Dkopet=t— 3 kopxt —2 Hoxd=0.  (5)
k=l k=l F=20

Reduciendo los términos semejantes e igualando a cero
los coeficientes en distintas potencias de x, resultan unas
relaciones de las cuales se hallan los coelicientes ¢, 3,
Chp o0 e

Para precisar, hagamos

¢, =1, 4 ©0)=0. ©)
Entonces, de (2) y (6)

cy=1, (7)
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y de (3) y (6)
o =0. (8)
Asi, pues, se tiene
%y 20y — 26,=10, de donde, en virtud de (7), ¢, = |,
%|3:2¢,— l+c; — 20, =0 de donde, en virtud de (8), ¢; =10,

#?| 43¢y — 204 — 2¢, =0, de donde c‘=%,

3 |5+4c; — 3¢y — 2¢; =0, de donde ¢; =0,
x*|6-5ey — de, — 2¢, =0, de donde r:5=ia‘- =,3._1_5
¥, por consiguiente,
=14t ©
De modo anélogo, tomando
pa)= 2 At (10)
y las condiciones iniciales
resulta
Ay=0, A=I, (12)

y poniendo (10) en (1), hallamos:

ék(k—i_!/lgx*"—é (h42) Ax* =0

X124, =0, Ay=0
x| 3-24, —34,=0, A3=%_

x| 4-84,~44,=0, A, =0,
B)5.44,— 54, =0, A=
x|6.54;—64,=0, A,=0,
X764, —TA;=0, Ay=o——
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Es evidente que
1
Ap=0 Apyi =575 o (=1,2,3,...).
Asi, pues,

3 § 7
pO=xtF+ggtaget
o (5
2
=2y
P=]
La solucion general de la ecuacién (1) tendrd la forma

¥ (x)= Ay, {x) + By, (x),

donde y,(x) e y:(x) se determinan por las férmulas (9)
y {13), respectivamente.

2. Desarrollo de la solucién en una serie de polencias
generalizada,

Definicidén. Una serie de la forma

=xe?. (I3)

x» ED cxt (e 9 0), (14)
k=]

donde p es un nfimero dado y la serie de potencias ¥, cyx*

es convergente en cierto recinto x| << R, se llama serie de
polencias generalizada.

Si p es un nimero entero no negativo, la serie de po-
tencias generalizada (14) se convierte en una serie de po-
tencias ordinaria.

Subsiste el siguiente teorema.

Teorema. Six == 0 es un punlo singular de la ecuacion
(1), cuyos coeficientes p(x) y q(x) admilen los desarrollos

i“h" ﬁbk"h
pl=""—,  g(=—, (15)

donde las series que figuran en los numeradores son con-
vergentes en cierto recinfo |x| << R, y los coeficientes a,
bo y by no son simulidneamente iguales a cero, entonces la
ecuacién (1) posee al menos una solucidn en forma de
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serie de polencias generalizada
y=ux [t (C40), (16)
=1

que es convergente al menos en el mismo recinto |x| < R.
Para hallar cl exponente p y los coeficientes ¢, es ne-
cesario poner la serie (16) en la ecuacién (1), simplificar
por x? e igualar a cero los coeficientes en distintas poten-
cias de x (método de los coeficientes indeterminados).
En este caso, el nimero p se halla de la ecuacidn la-
mada delerminaltiva

plp— N +ap +b,=0, (17)
donde
a,=lim xp(x),  b,=lim X% (x) (18)
=) z=ri

Supongamos que p; y pz son las raices de la ecoacién
determinativa (17). Distinguiremos tres casos:

1. Si la diferencia p) — pa no es un nimero entero o
cero, se pueden construir dos soluciones de la forma (16):

= nzac‘;‘xt {£g 5= 0).

Ifa= P Z Akx" (Ao ﬁl& ﬂ)-
Rl

2 S la diferencia p) — pz es un ndmero entero po-
silivo, por lo general, solamente se puede construir una
serie (solucion de la ecuacion (1)):

U =xﬁi§uckxk. (19

3. Sila ecuacidén (i7) posee una raiz miliiple p1 = pa,
también se puede construir solamente una serie (la solu-
cién (19)).

Estd claro que en el primer caso las soluciones i {x)
e yg{x) consiruidas son linealmenie independientes (o sea,
la razdn de las mismas no es conslante).

En el segundo y tercer casos, se ha construido sola-
mente una solucion (19) Sefialemos, sin exponer la de-
mostracién, que si la diferencia p; — py es un nimero en-
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tero positivo o cero, ademas de la solucién (19) habra una
solucidn de la forma

2= Ay, (%) ln x 4 &> Eﬁﬂkﬁ (20)

Vemos, pues, que ahora yq(x) contiene un sumando
complementario de la forma

Ay (x)inx,
donde y;(x) se expresa en la forma (19).
Observacion. Puede ocurrir que la constante A
en (20) sea igual a cero, y entonces, para yp resulta una

expresién en forma de una serie de potencias generali-
zada.

Ejemplo L. Resolver la ecuacion
2x2y" 4 (3x = 2x) ' —(x + 1) y=0. (1)
Solucidn Escribamos (1) en la forma

3 —20 1
H"*i'“%y-x—;—r =0 2)
o bien

" 3—2 ’ 1
e e ®)

Busquemos la solucién y(x) en la forma

p)=x" BCux*  (Co#0). (4
Para hallar p escribimos la ecuacion determinativa
plp— 1)+ a + b, =0, (5)
donde
. 3=2x 3 ¥ 41 1
=1 ==, b=Illm|— =——,
a=lnis =g, b=in(—43)=—3
o sea, 2 |
ple—+g5p—5=0
o bien,

o+ 5o —3=0.
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De aqui,
1
p‘=?. Pr=— 1.

De acuerdo a la regla expuesta tomamos

[
px)=x7 O, (x>0) (6)
I o
9‘2(”]=‘;E Agxt,
e
Para Hallar los coeficientes Cy, C), ..., C,, ... suslitui-

mos ¥, (x) y sus derivadas y;(x) e y{ (x) en la ecvacion (1).
Se tlene

o |

y.(x)=i ckx“'é. n=Y(t+5)c"T @
=0

k=D

3
=

=5 e+ 4) (e~ H)cu'™,
Rl
2222(’32—%)ng*";'+(3x—-2xi')i(k _I__.Jz_}ckxk_%_
k=0 -

59 !
~ @+ Y cu" T=0. @®
)

Después de las trangformaciones, (8) toma la forma

+

o 1 o
3 k(20 +3) Cox* T — 22(k+l)ck.r*+%=0. (9
P =)

Como se btzsca una solucién para x > 0, se puede simpli

ficar por Pl y obtenemos:

SkEe+HC = B2+ )0 =0 (10
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De aqui, hallamos las relaciones para la determinacion de
los coeficientes:

£ |1.50, —2-1C,=0
2| 2.7C, 2. 20, =0

#13.90,—2.3C,=0
SR T : )

" in2a-3)C, 2nc,,_,=o
Haciendo en la pr'imera ﬁ(‘uaddn de las relaciones (11)
Cs = |, obtenemos, C,= %
2

‘e A 2
De la segunda ecuacion se tiene Cy=——.

i 2
De la tercera ecuacidn, Ca=m- ete.
Facilmente se observa que

C, = z

m (!1=|,2. 3‘--.).

De este modo,
H;(K}="[ +Eﬁ 7.9, (2#_{_3]] “2)

De modo andlogo se hallan también los coeficientes A,.
Resulta que para Ay = |,

i L
A=l A=, ... A=qr,
de modo que
1 ol . X
nR)=1Y 3 oben p@=%. (13
k=0

La solucién general de la ecuacion (1) es:
y(x) = Ay, (x) + By (x),

donde A y B son constantes arbitrarias y las [unciones
yilx) e ya(x) estan dadas por las férmulas (12) y (13).
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Ejemplo 2. La ecuacién de Bessel
£y 4 xy’ + (= phu =0, n

donde p es una constanle dada, p > 0.
Sofucién. Escribamos (1) en la forma

v ALy ESE =, @

x®

X' —=p?
K’

Aqui, p(x):-—%. g{x)= (véanse lasfdgrmulas (15)),
de modo que
gp=lim xp(x)==1 ]
x=»0
- _ 2 [ (véanse las formulas (18)),
by !;_Tur’fr{X) p

La ecuacidn delerminativa para p es:
plp—1)4+1:p—p?=0, bien, p’—p*=0 (3)
Las raices de la ecuacién (3) son:
p=p ]
bt fe it -

Buscamos ia primera solucion particular de la ecuacién de
Bessel (1) en forma de una serie de potencias generali-
zada:

(4)

y=2xP 2 Cux*. (5)
£==p
Reemplazando y, y* e y” en la ecuacion (1), resulta
2 e‘; P k4p=1 g ktp=1
£ 3 Celle+ p) (e 4 p—1) x445=2 4 ¢ 3 C, (k-4p) x40+
+ (6= p?) B Cprt+r =0,
Ay}

o bien, después de transiormaciones elemientales y simpli-
ficacién por x®:

Sie+or—picet+ Sow=o g



De aqui, igualando a cero los coeficientes en distintas po-
tencias de x, se liene.

K| {p— ) C=0,

X (L pf = P16 =0,

2@ 4 pR—p|C+Co=0,
£ [@ 4 pr—piC+ € =0,

2@+ pP—pIC+ C =0, @

La primera de las relaciones (7) se cumple para cual-
quier valor del coeficiente Cy.

De la segunda relacién (7) obtenemos: Cy = 0.

De la tercera:
€y e oG8 [+

Crpi=p  T(+p"

De la cuarta: Cy = 0.

De la quinta:

Com — Gy _ [
4 @-Fp—p* — 2l +p2+p-1027

Es evidente que todos fos coeficientes de subindice im-
par son iguales a cero:

Cusi=0 (k=0,1,2...) {8)
Los coeficientes de subindice par son de la forma:
{_]}# a
Cop= (=1, 2 ...) (9

Pt 1+ ... gk

Para simplificar los calculos ulteriores, hagamos
) 1
C=PTmpFn" (10)

donde T'(v) es la funcién Gamma de Euler.
La funcién Gamma de Euler I'(v) se define para lodos
los valores positivos (y también para todos los valores
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complejos cuyas partes reales sean posilivas) del modo
siguiente:

[(v)= [ e~*xv-1dz. (11
0

La funcion Gamma posee las siguientes propiedades
imporlantes:

L. I'{v 4 1) =T (v}
9. r{)=1.
Si & es un niimero entero positivo, se tiene:
3 Tiv+e+l)=C+0F+2) ... (v+ &I v+ 1)
4. Dk+1)=¢r!

Aplicando (10) y las propiedades de la funcién I' ceu-
pémonos de la transiormacion del coeficiente Cox:

(=1*
Cop = — =
B+ . (pER-R-ZT (1)

B (=n*
AR RIT (pt k4 1)

pues, en virtud de la propiedad 3, (p+ 1 {p+2)...
~..(p+E)T{p41) es igual a T(p+ &+ 1). Ahora, la
solucién particular de la ecuacién de Bessel, que a conti-
nuacién indicarémos con f,, toma la forma

oV (=l x \tht
"ﬂ(")“M HT (s FEF 1) (‘2‘} : (12)

Esta funcion se [lama funcidn de Bessel de primera especie
de orden p.

La segunda solucién particular de la ecuacién de
Bessel (1) la buscaremos de la forma

y=x"" 2 Cux*, {13}
R
donde — p es la segunda raiz de la ecuacién determina-

tiva (3), Estd claro que esta solucidn puede obtenerse de
la solucién (12) sustituyendo p por — p, puesto que en la
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ecuacion (1) p estd elevado a una potencia par y no varia
al sustituir p por — p.
Asi, pues,

(—1)* =p
I ()= kil"{k+l—p§( ) e (14)

Esta funcién se llama funcién de Bessel de primera es-
pecie de orden — p.

Si p no es un nidmero enfero, las soluciones J;(x) ¥y
I_p(x) son linealmente independientes, puesto que sus de-
sarrollos en series comienzan con potencias distintas de x
y, por consiguiente, la combinacién lineal eaJp(x)+
+ apd_p(x) puede ser igual a cero idénticamente solo para

= g = 0.

Si p es un ndmero entero, las funciones J,(x) y J_p(x)
son linealmente dependientes, pues

J_ (x)=(—=1Y*7,(x) (n es entero). (15)

Asi, pues, cuando p es entero, en lugar de J_,(x) hay
que buscar ofra solucion que sea linealmenie indepen-
diénte con Jp{x). Para esto, introducimos una nueva fun-
cién

Tolx)cos pr— J—p (2}
v (_;):"”T’LMP__ (16)
suponiendo primero gue p no es entero,

Es evidente que la funcién ¥, (x), determinada de este
modo, es solucién de la ecuacién (1) (puesto que repre-
senfa una cumblnacwn lineal de.las soluciones particula-
res Jp(x) y Jp(x))

Pasancﬂ) a limltes en (16), cuando p tiende a un ni-
mero entero, se obtiene la solucién particular ¥p(x) lineal-
mente independiente con Jp(x) ¥ determinada ya para
valotes enteros de p.

La funcién Y,(x) definida aqui se llama funcién de
Bessel de segunda especie de orden p, o también funcién
de Weber *). De este modo, para todo p, entero o fraccio-
nario, hemos construido el sisfema fundamenial de solu-
ciones de la ecuacién de Bessel (1), De aqui se deduce

i Ngunos autores la llaman funcién de Neumann y la Indican
Nyp(x). (Nota del T.)

157



que la solucidn general de la ecuacién (1) puede repre-
sentarse en la forma

= Al,(x)+ BY 5 (x), (17)

donde A y B son constantes arbitrarias,
No obstante, cuando p no es entero, a solucién general
de la ecuacién de Bessel se puede tomar de la forma

y=uad,(x) 4wl (2), (18)

donde o y oy son constantes arbitrarias.
Nota 1. La ecuacién que frecuentemente aparece

X" 4 xy’ - (B2 — pYy =0, (19)

donde k es cierta constante (& == 0), se reduce a la ecua-
cidn de Bessel

? d, 2
Bk i @ — =0 (20)
mediante la sustitucién & = kx.

La solucién general de la ecuacién (20) (cuando p no
es entero) es:

y=a/, )+l (&)
y entonces, la solucién general de la ecuacién (19) toma
la forma:
i=odp (kx) + @yl -, (kx),
Cuando p es entero,
y=ua,7,(kx) -} o,V , (kx).

Nota 2. Una clase muy amplia de ecuaciones de la
forma

2L far B4 (b4 oxmy=0, @1
donde a,b, ¢, m son constantes (¢ > 0, m 3£ 0), introdu-

ciendo una nueva variable { y una nueva funcién & segin
las férmulas

=T = e
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se reducen a la ccuacidn de Bessel
aAE @ Au=0,
donde '
2Ve — )t —ab
2Ve p?=_‘."_nL_, (23)

i

=1
Il
T
ral 3
-
I

Cuando ¢ =0 y cuando m =0, la ecuacién (21) es la
ecuacién de Euler.

Integrar mediante series las siguientes ecuaciones
diferenciales:

768, ' —2xy=10, y(O)=1.

769. 4xy” + 2y + y=0.

770, {1l + x) g’ — ny=0.

771 Ox(l — x)y” — 12y 4- 4y =0

772, y" 4 2y’ 4+ y=1~0.

778,y —xy'+y—1=0, y(0)=y"(0)=0

En los ejercicios 774—778 hay que hallar seis {érmi-
nos del desarrollo de y(x).

774. y" — (1 + 9 y=0, yp([)=—2, (=2

775. y" =¥y —y’, y0)=1, y'(0) =0
776. y” — ye* =0.

777, y' = x4 4~ y(0)=0.

778. v’ =¢e¥ + xy, y(0)=0

Hallar las soluciones generales de las ecuaciones de
Bessel:

779, «*y” 4 xy’ + (4.):3 — 7}} =0,
780, X%y 4+ xy' 4+ [x’ —%) y==0.
781. y"+%y’+%y=ﬂ-

782y + ¢y’ + Ay =0.

783, ofy" — 2xy’ + 4t — 1)y =0.
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784. x;”+ ¥+ J=0

785. y”+;y*+y=0-

786. 4"+ 2y +4y=0.

Demosirar la justeza de las siguientes relaciones:
787, Jp(x)=Jpi(x)— £ 1, (x).

788. Jp (x) == Jpa1 (£} + £ 1, ().

789, Jpu () =32 1, (x) = I,y (2).

780, Jy(x) =1} (x) — + Jj (x).

791, Jy(x) — Jo{x) =277 (x).

792. Jy(x) + 370 (x) 4 474 (x) =0

793. x5 (x) == (p* — p— %) J 5 () + xJ 01 (x).

794. Comprobar que Vx/,(2V%) y V7V, (2V%) son
soluciones de la ecwacidn

Iy”-f-.!m'ﬁ

795. Comprobar que Vx..' Il (V2 y 'I/_J'; (Vx) son

soluciones de la ecuacién :
X+ 5y + 5 y=0.
796. Comprobar que

Cilp(x )J‘ TG T

es solucion de la ecnacidn de Bessel,

Nota 3. He aqui otro méfodo de integracién de las
ecuaciones diferenciales medianie series que resulta mas
sencillo al emplearlo a las ecuaciones diferenciales no li-
neiles,

Sea dada la ecuacidn diferencial

g =[x,y ¥y .. gl [39]



vy las condiciones iniciales
Yo=Y U ey =i oo PV =" (2

Introduzcamos la siguiente delinicicn.

Se dice que una funcién p(x) es holomorfa en un en-
forno |x — x| << p del punlo x == xq, sl en este entorno
ésta es expresable por una serie de potentias

{p(x} g goch (x - xﬂ}kl

convergenle en el recinto |x — x| << p.

Analogamente, la funcién g(xy, £, ..., %,) se llama
holomeria con respecto de todos sus argumentos en el en-
torno

bry— a0 <o, (L 2,..., 1)

del punto (", &, ..., %) si es expresable por una
serie de potencias
QX Koy o0y Xp)=

P ) ok

= .s‘.":glxg... B, (5 = X (e, — =2 o (6, = D))

convergente en el recinto

|xk—-,1“t°‘i(pk (k=1; 2,50

Subsiste ¢l siguiente teorema.

Teorema. Si el segundo miembro de la ecuacicn (1) es
una funcion holomorfa con respecto de fodos sus argu-
menlos x, 4, i, ..., y"=" en enforno Q:
=X <R Ju—g| <R, ¥ —yj|<

< RI' s 1!(1’1-“_9!11"*”!{ Rl
del pvnto (X Yy Yoo -- o Y&, la ecuacion (1) tiene
una y solo una solucién y = y(x) que cumple lus condi-
ciones iniciales (2) y es holomorfa en un entorno del
punto x = xp:

y 00 =g+ g (2 = o) g (2 = 5+ -

1) =
+%{x—x@““+2mx—m‘- )
k=n
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La seric {4) es convergenle en el recinto |x —ux|< p,
donde

p= ﬁ[i — e-!m-l-ln)auj. (5)

aqui, @ y b son unas constantes que salisfacen a las con-
diciones: 0 << a << R, 0<<b <R,y

M—m‘fxlf(x, oo Wl ivnen 4PN (6)

Los primeros n 4 1 coeficientes de la serie (4) se de-
terminan por las condiciones iniciales (2) y la ecuacidn
diferencial (1).

Los demas coelicientes se determinan por la ecuacidn
diferencial, derivindota sucesivamente Por ejemplo:

Q=Y ( ek ) 3 b7 y**“’)

x=ry

. y(!’+l] (xo}. ('”

XmuXy

3 L2
P i Ok ‘%"'ET}&T
kol

0% lome, 00 lymy,

Observacidn., Silaccuacion (1) es lineal,
PB4 p () L p () y = (x), (8)

donde pu(x) (k= 1,2, ..., n) y $(x) son [unciones holo-
morias en lodo el eje Ox, la serie (4) es convergente tam-
bién en fodo el ¢je.

Ejemplo. Hallar los cuatro primeros términos del desa-
rrollo en scrie de Taylor de la solucidn y = y(x) de la
ecuacion

yr.r=ea'.il'l

que cumple las condiciones iniciales:
] |»-n=' Lo ¥ =0

Solucidn, Facilmenfe se observa que el segundo
miembro de la ecuacién, o sea, la funcién e, es desarro
llable en serie de potencias de x e y en un entorno de
punto (0, 0); esta serie es convergente en la regidn
—oo << X< 400, —o0o<CYy<4oc0 (es decir, el se
gundo miembro es una funcion holomoria).
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Buscaremos una solucién particular en forma de se-
rie (4)

y=y O +LL s L0 o L0 0y

Emple?ndo la misma ecuacién, hallamos: 4”(0)=
= &%V | yumg == 1.
Derivando sucesivamente ambos miembros de la ecua-
cién y haciendo x = 0 en las igualdades obtenidas, tendre-
mos:

g (0)=(y +xy) e | ,=1,

gV Q) =[2y" 4+ xy" +(y + xy')] e | =1
Poniendo en la serie (1) los valores obienidos y”(0),
§”(0), y'¥(0), oblenemos el desarrollo buscado de la so-
lucion:

3 1
g =1+t o+

En los ejercicios siguienies hay que hallar los tres
primeros términos del desarrolio en serie de potencias de
la solucién de la ecuacion diferencial para las condiciones
iniciales dadas.

797 y'=1—xy, yl,=0

=X

798, y'= T x Hle™ L.

799. ' =senxy, Yl _,=1I

800. y” +xy=0, yl4=0 &l =1

801, y" —senxy’ =0, gyl ,=0 ¢l =L
802. xy” +ysenx=x, yl_ =1 ¥l_,=0
803. y"Inx—senxy=0, yl_, ="' ¢yl_,=0

804, gy 4xseny=0, yl =31 ¥ lu=0
.5""1M=0»

3. Bisqueda de las soluciones peridicas de las ecua-
ciones diferenciales lineales.
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Sea dada una ecuacidn diferencial lineal no homogeé-
nea de 2° orden, de coeficientes consiantes

¥+ py’ + Py =F (%), (1)

donde f(x) es una funcién periédica, de periodo 2, desa-
rroliable en serie de Fourier

flx)= "2" + E (@, cos nx + b, sen 1x). (2)
n=I

Busquemos una solucién periédica de la ecuacion (1) en
la forma

y(x) .-_-,"‘_2' -+ 2 {A, cos nx + B, sen nx). {3)
nw=l

Reemplazando la serie (3) en la ecuacién (1), elegimos
sus coeficientes de modo que formalmente se cumpla la
igualdad (1), Igualando los términos independientes y los
coeficientes de cos nx y sen nx en los primeros y segun-
dos miembros de la igualdad obtenida, hallamos:

- n? -_—
Ao=a—°. A= (P ’l)iﬂ; P;”fn .
P2 (py—n)+ pin

{p:s — n%) bn 4 pafian
B = =], L2 Rl 18
A ’

@

La primera de las igualdades (4) nos da la condicién
necesaria para la existencia de una solucién de la forma
(3):

si @y %= 0, es necesario que sea p; % 0. Poniendo (4)
en (3) resulta:

) =3+

S {(ps—n?) an—pyndn] cos nx 4 [(ps—n?) by + pinaa] sennx
2 Ga=rY+ 7 B
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Cuando py =0 y py = n? donde n =1, 2, ..., existird
solucion periddica solamente si se cumple la condicién

n
1
=;~J f(x)cosnxdx=0, b_.,=?i-a[ flx)sennxdx =0,

(6)

Los coeficientes A, y By para k 5% n se hallan por las
formulas (4), mientras que los coeficientes A, y B, son
constantes arbitrarios, puesto que la expresion 4, cos ax 4
+ B, sen ax es la solucién general de la ecuacién homo-
génea correspondiente.

Cuando no se cumplen las condiciones (6), 'la ecua-
cién (4) carece de soluciones periddicas (aparece el fend-
meno e la resonancia).

Cuando p; = 0 y ay = 0, el coeliciente A, queda inde-
terminado y la ecuacidén (4) tiene una infinidad de solu-
ciones perigdicas, que se diferencian entre si en un su-
mando constante.

Si el segundo miembro f(x) de la ecuacidn (1) tiene
periodo 21 = 2x, hay que buscar la solucién de la ecuacidén
(1) en la forma

anx

y=%+i(fi cos ——+ B, sen—T—).

En esle caso, las férmulas (4) varian correspondiente-
mente,

Ejemplo 1. Hallar las soluciones periddicas de la ecua-
cién
vy =Y
n=3

Solucidn. Setiene

PI=U) P2='4’:'2!a ay=0, ¢,=0, b“-_—% {ﬂ=3.‘11 st



oo
. s . ot
La funeion f(x)==2 -'S%QE no contiéne el término

=l
resonante gy cos 2x 4 bysen 2x, y, por consiguiente, la
ecuacién tiene una infinidad de soluciones periddicas.
Los coeficientes se hallan por las {érmulas (4):

Ay=0, A,=0, B;=0, B,= v (h=238,4,...)

I U
n? (4 —n?)

Todas las soluciones periddicas quedan dadas por la
formula

SEN AX

# (x)= Aycos 2x + Bisen 2x —E =1
n=3

donde A, y B; son constantes arbitrarias.

Ejemplo 2. Hallar las soluciones periddicas de la ecua-
cion
Y+ y=cosx.

Solucidn. En este caso, py =0, po = 1. Comprabe-
mos el cumplimienfo de las condiciones (6). Se tiene:

n n n
_[cos.rcos.rdx= I cosPrdx=n0; Icosxsen,rdx=0.
o 0 i i

(aqui, n = 1).

Las condiciones (6) de existencia de solucion periddica
no se cumplen. Por consiguiente, la ecuacién dada no
tiene soluciones periddicas.

Ejemplo 3. Hailar las soluciones periddicas de la ecua-
cion
¥’ —y=|senx|
Solucidén La funcién f{x)=|senx| es periddica,

de periodo a. La desarrollamos en serie de Fourler en el
intervalo (—=m, m):

o
e 4 X
Hmﬂ—;—;ErrT.(—mm-



Buscamos 1a solucign de la ecuacion dada de la forma

y{x) =%”- + Z (A, cos nx + B, sen nx),
nmal

Se tiene
4
=0, p=—1, a=g,

Por consiguiente, la ecuacién liene una solucién periddica

de la forma
_ 4 2n
ylx)=——= E :::?.,_xl J

=1

Hallar las soluciones periddicas de las siguientes ecua-
ciones diferenciales.

805. 4" +3y‘—1+2 cosnx+sennx_

n==]

808. 4 _,:”+y==2‘ SBGE

n==}

807. y” +J __E serrnx :

a=|
808. 4" —dy' +4y=n"—»*, —n<yr<a
809, 4" — 4y=/|cosnx|
810. y” — 4y" + 4y = arcsen (sen x).
811. y” + 9y =sen®x.
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§ 18. SISTEMAS
DE ECUACIONES
DIFERENCIALES
DE COEFICIENTES
CONSTANTES

Se liaina sistema lineal de ecnaciones diferenciales con
coeficientes constantes al de la forma

%=E app+ht) U=1,2...n0, (1)
=l

donde a;; son unos nimeros dados y f;({), unas funciones
dadas.

El sislema lineal se llama homogéneo, si todas [, (i) =
= 0. El conjunto de funciones

x=q{f), x2=‘p2(ﬂ-_ ey Xa=0, (1), (2]

determinadas y diferenciables, con derivadas continuas,
en cl intervalo (a, &), se llama solucién del sistema (1)
en esle intervalo, si las funciones (2) convierlen a las
ecuaciones del sistema (1) en identidades, que se cumplen
para todos los valores de { de (g, b).

El problema de 1a busqueda de la solucién

n=x), n=x( ..., L=x() 3
que satisface a las condiciones iniciales
Al)=R nl)=d .. Ll)=v @
se denomina problema de Cauchy.
Examinaremos cuatro metodos muy difundidos de solu-

cion de sistemas de ecuaciones diferenclales lineales de
coeficientes constantes de la forma ().
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1. REDUCCION DE UN SISTEMA A UNA ECUACION
DE #-ESTMO ORDEN

El modo mas sencillo de integrar el sistema (1) consis-
te en reducirlo a una ecvacién diferencial de orden n.

Resuita que se obliene una ecuacion diferencial lineal
de coelicientes constantes.

llustremos este método en el ejemplo de un sistema de
dos ecuaciones:

S=artby+f@) | (LY o
g}-:cx—{‘dy-l- g (1,2)

Aqui, a, b, ¢, d son coeficientes constantes, [({), g(f) son
unas funciones dadas, mientras que x(f), y{f) son las
funciones incégnitas. De la ecuacion (1, 1) hallamos:

y=1 (& —ax—F ). (2)

Reemplazando y en la segunda ecuacién del sistema por
el segundo miembro de (2}, y %— por la derivada del

segundo miembro de {2), obtenemos una ecuacién diferen-
cial de segundo orden en x({):

dtx dx : -
ALE+BS O+ P()=0,

donde A, B, € son constantes.
De aqui hallamos, x = x(f, C,, C;) y poniendo en (2)

. x
el valor hallado de x, asi como ~7-, hallamos g.

Ejemplo. Integrar el sistema de ecuaciones

L oyt1] G
3)
*_;ﬁ =x+1] (32
¢
De (3,1) hallamos:
=21 @



Poniendo (4) en (3,2), resulta una ecuacion diferencial
lineal de segundo orden con coeficicntes constantes:
L~ l—x=0. (5)

La solucién general de la ecuacién (5) es:
x=Cpe' 4+ Cpe~t = I. (6)
Poniendo en (4) la derivada respeclo a { de (6) obte-

nemaos:
y=C,e"—Cge"— 1.

La solucion general del sislema (3) es:

x=Cie' +Cie= — 1 }
y=Ce' = Coe~'— 1"

2 METODO DE EULER DE INTEGRACION DE UN SISTEMA
DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES HOMOGENEAS
DE COEFICIENTES CONSTANTES

Examinemos este método en el caso de un sistema de
tres ecuaciones diferenciales lineales:

J‘d-’:—r:ax+by+cz

S =ax+by+ez M

dz
7 =X+ by + 2
Buscamos la solucion del sistema en la forma
r=he", p=pe", z=v", 2)

donde A, p, v ¥y r son constantes.
Poniendo (2) en (!) y simplificando por e, resulta
un sistema de ecuaciones para determinar X, p y v
(@a—r)h+bp-cv=0,
a4 (b =rjp+eov=0, (3
ah o+ bap (g2 — 1) v=0.
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El sistema (3) posee solucién no nula cuando su deter-
minante A es igual a cero:
a—r b ¢
A=| a by—r c =0. (4)
& b, Cg—r

La ecuacién (4) en r denominada caracteristica, es
ciibica.

a) Supongamos que las raices ry, ry y ry de la ecua-
cion caracteristica son reales y distinlas. Sustituyendo en
(3) r por el nimero ry y resolviendo el sistema (3) se ob-
tienen los nimeros 7;, wy y v Haciendo después en (3)
r=r, se obtienen los nameros ks, ws, v2. Finalmente,
para r = rs, resulia hy, pa, vs. Para las tres colecciones
de los niimeros %, u y v, obtenemos tres sistemas de so-
luciones particulares:

=hent,  g=pett, =ver
t=lget,  pp=qeel,  zZE=vent . (5)
xy=Ae,  py=pgen, zZ=ve

La solucion general del sisterna (1) liene la forma
1= Cpx, + Coxy 4 Cyxa,
y=Cyn + Cay -+ Capyy } (6)
z2=0Cz + Coz; + Cy2y.

Ejemplo 1. Resolver el sistema
dx.
df
Ay
dr
dz

=3r—y+2

=—x+45y—z {. (N
?r=x-—y+3z.

Solucidn. Escribimes la ccuacién caracteristica
3—r —I 1
—1 5-=r —1 |=0
1 -1 3—=r
o bien, r¥— 11/2 4 36r — 36 = 0.
7



A las raices r; =2, rp =3, r; =6 les corresponden

los nimeros
=1 =0 v=—1
Ag=1, =1, vye=1;
M=1, m=-—2 w=L
Escribimos las soluciones particulares
x=e, y=0, z=—2e"
B=e, p=e z=eY (@
x=e¥, yy=—2e, Zy=c%
Respuesta:
x=C0% o Oy - Cye™
1 =C,e¥ — 2C % l ‘ (10)
z=— C,&" + Co&® -+ Cse™

b) Examinemos ahora el caso cuando las raices de la
ecuacidn caracteristica son complejas.
Ejemplo 2. Resolver el sistema

~Il;}';-~=Jc—55r
- (11)

Solucidn Escribimos el sistema para la determi-
nacion de & y p:
{(l—r)h—5p=0 }
N—(l4p=0] 42

La ecuacidn caracteristica
l=r =5
2 e Bl 4

tiene las raices ry = 3i, rp = — 3i.
Poniendo en (12) r, = 3i, obtenemos dos ecuaciones
para la determinacion de & y pi:
(1— 84, —5p, =0 }
2h = (l==3)p =0 !
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una de las cuales es consecuendia de fa otra (ptesto que
el determinante del sistema (12) es igual a cero}.

Se puede tomar &y = 5, p, = 1 — 3, entonces, la pri-
mera solucién particular se escribird asi:

x=>5e%, g =(1—30)e" (13)

De modo andlogo, sustituyendo en (12) la raiz rz =
= —3i, se halla la segunda solucién particular:
xp="56%, fa=(l -} 3i) ¥, (14)

Pasemos a un nuevo sistema [undamental de solucio-
nes:

s NtH _ k=
=y M=t (19
£ + ~ =
§= i 25’2, = 5’|m5‘=
Aplicando la conocida férmula de Euler
extit— cos af = i sen of, (16)

donde & es un numero real, de (14) y (15) obtenemos:

Fi=5bcosd, 2, =0sen 3
§i=rcos3!+3sendt, Fy=sen3df—3cos 3t

La solucién general del sistema (11) es:

£ =C,% + Cofta = >5C, cos 3t + 5Cy sen 3,
y=C, i) + Calia = Cy (cos 3f - 3sen 3f) + Cy(sen 3t~ cos 3f).

Observacién Una vez hallada la primera solu-
cién particular (13) se podria haber escrito inmediatamen-
te la solucion general del sistema (11), aplicando las
formulas

x= C| Rexl +Cg lm X1y

y=C;Rey +C:Imy,

donde Re z y Im z indican las partes real e imaginaria del
nimero complejo 2z, respectivamente, es decir, que si 2=
= a -+ bi, entonces, Rez =a, Imz = b.

¢} Caso de raices miltiples.

’ (17)
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Ejemplo 3. Resolver ¢l sisiema

%=2x+y] (18,1)

(18)
a
“L=dy—x| (182

Solucidn. Laecuacion caracteristica
2—r 1

—f E—i =0

o bien, r* — 6r 4- 9==0 fiene una raiz milliple ri=r;=3.
La solucidn se debe buscar de la forma

x={k +ul)e l
y=0stp)e* |°
Poniendo (19) en (18,1), obtenemos:

3+ put) F =20+ pt)+ O pat).  (20)

Identificando los coeficientes de iguales potencias de ¢
en el primero y segundo miembro de (20), resulta:

3wy =24+ 2, }

(19)

(21)

By =2+ pe
de donde
ml
g el } (29)
Ho=H;

Las cantidades %, y j; se mantienen arbitrarias. Indicén-
dolas mediante C, y Cj, respectivamente, obtenemos la so-
lucidn general del sistema (18) en la forma:

x=(C, + Cyf) & }

y=0C+C +CHe |

Observacién. Facilmente se comprueba que po
niendo (19) en (18,2) se obtiene el mismo resultado (22)
En efecto, de la {gualdad
pa + 3 (Ae + poh) = 4 (Az + paf) — (A + 114t)
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obtenemos dos relaciones para la determinacion de Ao v po
mediante &, y !

Bo ok dy =4k — %
Bpy=dv—p |’
de donde
=kt Hs m=m

3. RESOLUCION DE SISTEMAS DE ECUACIONES
DIFERENCIALES MEDIANTE COMBINACIONES INTEGRABLES

Este mélodo de integracidn de sistemas de ecuaciones
diferenciales (no necesariamente lineales) consiste en lo
siguiente: mediante operaciones aritméticas convenientes
{por ejemplo, sumando, restando, etc.) de las ecuaciones
del sistema dado se forman las llamadas combinaciones
integrables, o sea, unas ecuaciones faciles de integrar de
la forma !

u
Flt u S5} =0, M
donde « es una funcién de las funciones buscadas x,(¢),
x2(2)y 0 4 xa(l).

Ejemplo 1. Resolver el sistema
e @
df"= ¥ }

dy _ a2
Wy

. @

Solucidn Escribamos el sistema (2) en la forma

xdx =y di }

ydy=x2dt |° )

Sumando término a término, obtenemos:
xdx+ ydy=(x*+ 4% dt,

d x4+ )
TR A e

o bien,

de donde
In(x? 4 y*) =2t + nC,.



Potenciando, se tiene
gt =C (4)
Restando término a término la segunda ecuacion (3) de
la primera, obtenemos

xdx— ydy=(y*— x)di,

o bien, g
x5 =)
'—x;-:"‘E:— W 2d£'
de donde
K= 2= Ce~ %, (5)

Despejando x e y en (4) vy (5), hallamos la solucidn
general del sistema (2):

x=VEe+Ce,
y=VEFT—Ca,
donde para simplificar se ha hecho
Gi=%C, Ci=gCe
Ejemplo 2. Hallar la solucién particular del sistema

S=3tby | 6D
Z ®)

T:—-Z\,‘—&H, (642}

que satisface a las condiciones iniciales
fho=2  §lug=5. M
Solucién Mulliplicando por 2 la primera ecuacién
y suméndola con la segunda, resulta
d(2x
L2ed ) (2% + ),

de donde
2 4 y=Ce,
¥ =C|€u— 2x. {8)
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Poniendo (8) en (6,1), obtenemos una ecuacion lineal
para determinar x:

L e 7x 4 5CN. (9)
De aqui,
x=Coe™ 42 Ciet. (10)

Por consiguiente,
y=— Ciet — 2Cee". (11)

Las expresiones (10) v (l11) representan la solucién
general del sistema (6).

Para hallar la solucién parficular que satisface a la
condicion (7} hay que sustituir en (10) y (11) las va-
riables ¢, x e y por los nomeros 0. 2 y 5, respectivamente.
Para la determinacidn de C; y Cp, resulta el sistema de
ecuaciones

2=Co+3C,
(12)

§=— C,— 2Cy,
de donde
=9, Ci=-—3
La respuesta es;

x=05e' — 3 }
y=— gt 4 G~ :

4. METODO DE VARIACION DE LAS CONSTANTES

Agqui ilustraremos esle método en el caso de ires ecua-
ciones no homogéneas.
Sea dado el sistema

arxt+by+ez=f | (L)
y  wx 4+ by + ez ==fy (1), I (1.2) i
2 4+ by ez =f). (1.3)
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Suponemos que ya se ha hallade la solucidn general del
sistema homogénco correspondiente y que tiene la forma

x=0Cux 4 Caxs + Cyxs,
y=C iy + Catps + Cass
z=0Cz + Cuzo + Ci2;.

Vamas a buscar una solucion del sislema no homogé-
neo (1) de la forma

r=C ()%, + Calt) iy +C5 (D) x4 |

@

y=CiO) g+ Ca{l) 412 + Co () 113,
z2=C,{t)z, + C;(t} 2, + Cy{t) 25

donde C)(1), Cz{t), Cs(t) son unas nuevas funciones in-
cognitas Pongamos (3) en (1); la ecuacidn (1, 1) toma
la forma

Clxy =+ Coxy + €y +C, (] + ayx, + by, + €2,) +
+Cy (it ax, + by, +ez)+
+ G+ ax,+ by, +ez)=f (). ()

Todas las sumas que figuran enire paréntesis se con-
vertirdn en cero (puesto que (2) ¢s solucion de la ecua-
cign homogeénea correspondiente), de modo que tendremos:

Clx, + Cly, -+ Cle, =F , (8). (5)

Andlogamente, de (1,2) y (1,3}, después de poner (3), ob-
tenemos: ;

ity +Coy, + Gty =1, (0), .

Clz, +Ciay + iz, =1, 0. “

(@

El sistema de ecuaciones (3) y (6), lineales con res-
pecto a Ci, Ci, €3, tiene solucidn, puesto que su deter-
minante

Xy X Xy
A=y p 5|50
2 @ 2

es distinto de cero, en virtud de la independencia lineal
de las soluciones parliculares del sistema homogénco co-
rrespondiente,
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Una vez conocidas Cf (6), C&(1), Ci(f), integrando ha-
Hamos C,({), Ca(f), Cstf) ¥y, por consiguiente, la solucion
(3) del sistema no homogéneo (1).

Ejemplo. Empleando ¢l método de variacién de las
constantes, resolver el sislema

L 4 oxay=1-+41, l
; @)
%"ﬁ—+x—y=f}f’-

Solucidn. Resolvemos primero el sistema homo-
géneo
dx

5T + 2y + 4y =0, &
d"’ 4x—y=0,

Derivando la prlmcra ecuacion respecto de f, resulta

oS4l =0

-
Pero de la segunda ecuacitn d—f=g—x, por esto

obtenemos . 2
T +2g 4y~ de=0.

, - dx
De la primera ecuacion 4y = — — — 2x, de modo que

dx dx
=T +2 ——‘H——Ex—nix—ﬂ

o bien,
d’x
e + d"' 6!:0

La solucién general de esla ecuacion es:

x=Ce" 4 Cpe¥,
Pero, como
dx

I 1
e R T

2
efnemos

y=— Gt L,



Sustituyendo C» por 4C;, tendremos:

x=C " 4 4Cpe~% }

y=—Ce" + Cre~, {5}

Esta es la solucién general del sistema homogéneo (8),
Busquemos ahora una solucién del sistema no homeo-
géneo (7) de la forma

x=C, (1) +4C; (t) e~ I

y=—Ci) &+ Cole | o9

Después de poner (10) en (7), obtenemos
Ci{t)e™ 4+ 4Ch{t) e ¥ =1+ 4t
—Ci) e+ Ch) e =312 I
De aqui,
ci="E4= e,
|+4r+%:=
Ciff) = 5
Por consiguiente,
c=FE ey,
.

G =—p—+C

’ (L)

donde C;, C; son las consfanies de integracidn,
Poniendo en (10) las expresiones halladas de Ci(f)
y Cy(f), obtenemos [a solucién general del sistema (7):

xe=Cie¥ + 4Ce=¥ 4+t + 12

y=—Cie 4 Ce¥— 388 | (12

Obsérvese que las funciones q(f)={4+#y @)=
r=—-%-!‘ forman una solucién particular del sistema no
homogéneo (7).
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Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones dife-
renciales:

812. ,

813.

Bi4.

815.

8186.

817.

818.

819.

i
= x—2y

%a‘{-=x+3yl

L 3t y=0

dq R, v x(0)=y(0)=L
E——St——_;—*:!f’-—t+2

B gy —or—1 '

& =Tty 1

%=—5§—2x1

L —2—9y

%::x-i—ﬂy ]

%=—“y+z

i—!:scz-i-x

%‘:—=x+y

E=ytez

%=3\:+z .

G=3+ty
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820, —“-}—=—-5Zz
d
=248y —22
dx :
?F-:Ex-j-y—zz—f-',—?
Y _
821 P =1—x
dz .
=xdye—z—t+4]
de ) |
—"T——)c-l-y-!-z-{—e I
iy
822, —d—rzx—y+z—|-ea‘
Lo xtytata
- ﬂ—::.rcos.! ]
L - !
=l +ey
dx ¢
- =e —y—bx
824. :f ! C O =gy (0=
= tr—3y
S=3r+8y
825. dy ' x(0) =8, g {0)=—2.
=y
dt
826, , ] 2 {0) =y (0) = 1.
Ly
at
%=—4f«=+y) I
827. f (=1, y @) =0
ix dy __ "
W"l"‘ﬁ-—"‘ib‘



828.

829.

830.

831

832.

833.

834.

835.

836.

ta
— =4y — by
::: } 0 =0, @=L
o=
d‘ s 7 5
v .\‘(0)!——3. y[0)=—§-.
_‘"i=_t~.2;j+2:
LY =z 45y
: L oxO)=—2 yO=1.
dy __ i
=3 —x
Lo =17x48y
x(0)=2, y(0)=—
1345 =58r + 29
By
:; dy ] v xfm=—1, i () =10.
W—W_*H-J
==y
N b L x(0)=—2, y(0)=1.
2%,:— ;“: sent — 2
dy
24 —gy—y—6r—143
. 3(0)=2. y(0) =
T!';-——Ey—ﬂf—l
de _ 1
T
dy _I
R
dt o ite _ du
My — nx nl — 1y {x —nut
dx _ _ dy _ﬁz_rfﬂ
837. e R ]
1 di . dr _ dy

838, -+

H"’—?x_a'-‘-?_'ki‘y x—yg'



fdy={(—2xrdl }
“tdg=(x+iv+2e—nde |
840. ai oy dy

Ty T aix 2y T
di_dx _ dy

839

841. 7 T
it iy il

842, T;L‘?;:T:“-
§ 19. TEORIA

DE LA ESTABILIDAD

I ESTABILIDAD SEGUN LIAPUNGY

Sea dado un sistema de ecuaciones diferenciales
dI
1

-Er—=,fr(x1,x-_n.... b S t) {f=1| 2...,,4’!), (l}
Una solucion q({) (i=1, 2, .. , a}) del sistema (1),
que salisface a las condiciones iniciales i(t)= i
(i=1,2 ..., n) se llama estable segin Liapunov, si
para cualquier & > 0 existe un nimero §(e) > 0, tal que,
para cada solucion x;({) (i =1,2 . ., n) del sistema (1)
cuyos valores iniciales cumplan las condiciones
| %ty — gl <d (i=1,2,...,n) {2)
se verifica la designaldad
) —q)l<e (=12 ....n (3)

para todos los valores { = f5.

Si para valores de § > 0 arbitrariamente pequefios no
se cumple la desigualdad (3), al menos para una solucién
L (i=1, 2, ..., n), la solucién g;({) se llama ines-
table.

Si, en las condiciones (2), ademas del cumplimiento
de la desigualdad (3), se cumple también la condicién

lim | —q ) =0, (=12 ..., n) (4)
f=p o0
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la solucion @ (f) ({=1, 2, ..., n) se Nlama asinfdtiva-
menfe estulile,
El estudio de la estabilidad de una solucidn ¢;(f)

(i=1, 2 ..., n) del sistema (1) se puede reducir al
estudio de la estabilidad de la solucién nula (trivial)
=0 (=12 ..., n) de un sistema andlogo al siste-
ma (1):

dx

—=F e 1) (=120, 0 (1)

donde Fi{0,0,...,0, 1}=0(i=1,2 ..., n)

Se dice que x;=0 {(i=1, 2, ..., n) es un punio de
reposo del sistema (17).

Para el caso del punto de reposo, las definiciones de
estabilidad ¢ inestabilidad se pueden formular asi:

el punto de reposo ¥, =0 (i=1,2 ..., n) es estable
segin Liapunov, si para coalquier ¢ > 0 es posible hallar
un & = 0 tal que cualquier solucidn x;(f) (= 1,2, ..., n),

cuyos datos iniciales xgu == x;(f)
(i=1, 2, ..., n) satisfacen a la
condicién

|xpl<d (i=1,2,..., 12} (2
se verifica la desigualdad
lx{)l<e (=12, ..., n),(3)

para fodos los valores { = fo
La significacién geomélrica
para_n==2 es la siguienle:
Por muy esirecho que sea el
cilindro de radio & con el eje Of, Fig. 24
existe en el plano { =4 un en-
torno del punto (0, 0, #), de amplitud 2, tal que todas
las curvas inlegrales
Xy =x,{f) ]
xy=x, () )
que salen de esle entorno se mantienen dentro de este
cilindro para todos los valores { = #; (vease la fig. 24).
Si, ademds de la desigualdad (3), se cumple también
la condicion lim|x (£} |==0 {i=1, 2, ..., n) la eslabili-
130

dad se llama asinfofica.
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Si para valores de 6 > 0 arbitrariamente pequefios no
se cumple la condicidn (¥) al menos para una solucion
x(ty (i=1,2 ..., n), el punto de reposo del sistema
;=0 (i==12...,n) es inestuble.

Ejemplo. Partiendo de la definicicn de estabilidad se-
gin Liapunov, aclarar si es estable o no lo ¢s, la solucion
del sistema

. iy
e B e M
que satisface a las condiciones iniciales x (0) =0, y(0)=0.

Solucidn. La solucidn del sistema (1) que satisiace
a las condiciones iniciales dadas es: x({}=0, y(()=10.

Cualquier solucién de este sistema que satisfaga a las
condiciones iniciales x(0) = %o, {0)= yu lendrd la forma

x({l)y=xycos{— yseni, 4
y(f)=xyseni - gycost. “

Tomemos & >> 0 arbitrariamente y mostremos que
existe un nimero 8(&) > 0 tal que, siendo

| %g—01< B,
ly—01<8,
se verifican las desigualdades
| x () — 0 |=| xgcosf—yyseni|<e,

|ty —0|=| xy5ent + yycosi|<e ®

para todos los valores { = 0.

En virtud de !# definicidn, esto significara que ia solu-
cién nula x(f)=0, y{{)=10 del sistema (1) es estable
segin Liapunov.

Se tiene, evidenlemente,

| xgeost — ypsent|<|xycost | 4| yysend|[<lxg |-+ gl

5
| xosent + gy cost| < xosent |+ gocos 1<z |+ 5o &
para todos los valores £.

Por lo tanto, si |xo]+4 4] << &, también serd
| Xpcos!— yysenl|<e )
@)

| xpsent 4 yocost|<e
para todos los valores 4,
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Por consiguiente, si por ejemplo se loma 6{s)=-;-.
entonces, siendo |xp|<<8 y |yo| << 8, en virtud de (6) se
cumpliran las desigualdades (7) para todos los valores
t = 0, es decir, que en efeclo, 1a solucién nula del sistema
(1) es estable segiin Liapunov. No obstante, la estabilidad
no es asintética.

Basandose en la definicion de estabilidad segiin Lia-
punov, cstudiar ta estabilidad de las soluciones de las si-
guicnites ecuaciones y sistemas de ecuaciones:

843. SE=xtt, x(O=1

844. -j—f.-_2ux+ 1), x(0)=0.

.
845. G- =—x+8 x(l}=1,

6. X o4y x()=1
%:x—!:}y !

7., X{0)=y (0)=0.

848, X (0) =y (0)=10.

2 TIPOS ELEMENTALES DE PUNTOS DE REPOSO

Sea dado un sistema de dos ecnaciones dilerenciales
lineales homogéneas de coeficientes constantes

dx

-7 = n¥ T 2y
iy ' (n
7 = 0u X+ dny
donde se supone
ay ap
A=
Gy Gy

El punto x =0, y = 0, en e! que se anulan los segun-
dos miembros de las ecuaciones del sistema (1), se llama
punto de reposo del sisiema (1) o punto singular.
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Para estudiar los punlos de reposo del sistema (1) hay
que formar la ecuacion caracteristica

ay—h ag

g an— A 0 @
y hallar sus raices i) y 2.
Son posibles los casos siguientes:
I. Las raices Ly y Az de la ecuacion caracleristica (2)
son reales y distintas:
a) <0, }a<<0 Punto de reposo de estabilidad
asintética (nodo estable, fig. 25).

Fig 2 Fig. 26

b) & >0, &z > 0. Punto de reposo inestable (nodo
inestable fig. 26).
¢) hy >0, as << 0. Punio de reposo inestable (punto

de ensitladura, fig. 27).

Fig. 27 Fig. 28

Il. Las raices de la ecuacidn caracteristica (2) son
imaginarias:

hy=p+igq, =p—iq,

‘a) p<<0, g % 0. Punto de reposo de estabilidad asin-
totica Uoco estable. fig. 28).
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b) p>0, g+ 0. Punto de reposo inestable (foco
1nestahle fig. 29).

9 &

Fig. 29 Fig. 30

c) p=0, g 0. Punto de reposo estable (centro,
fig. 30).

Fig. 31 Fig. 32

111 Lag raices son miltiples, &) = 7a:
4) A == Ay << 0. Punto de reposo de estabilidad asinto-
tica (nodo estable, fig. 31, 32).

b9 >

Fig. 33 Fig. 34

b) % = Ay = 0. Punto de reposo inestable (nodo ines-
table, fig. 33, 34).
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Ejemplo. Delerminar el caracter del punto de reposo

(0, 0) del sistema
dx

-E,-=5,t‘—-y
dy "
'E—'2x+:'}' l

Solucién Formamos la ecuacidén caracteristica

=i -1 ‘ g

2 1=l "
o bien,

W—6L+7=0.

Sus raicesh, =3 + 1,-”2 =0,kp=8— /2 >0, son rea-
les, distintas y positivas. Por consiguiente, el punto de
reposo (0, 0) es un nodo inestable.

Determinar el caricter de los puntos de reposo para
los siguientes sislemas de ecuaciones diferenciales:

dx

de .
Gr=3x+y ' ar =—%+2y
849. il % 850. i
ar=—2x+y =Xty
d d
d—’:-:-—x+3_;..r l! S=8x—y I
81, . 855. i
Spem—ity | = +u |
dx 1 e
dr=—"2x—y -‘afi—-—x—-y
852. & . 856, ali
ar=%—y 2 =x—3
d: =3x + 7y %—*3.\: ]
853, : 857.
= =2x+5y = =38
a )
ooty
854. .

d



8538. ;Para qué valores de o es estable el punto de
reposo (0, 0} del sislema que sigue?
1

dx
"&'1'”“_3"+“5"

dy '
ar =2ty

Nota. Sea dado un sistema de ecuaciones diferencia-
les lineales homogéneas de coeficientes constantes

dx, i
T;zZa,m (i=1,2 ....,0 ®=2. (@
=1

Para esle sislema subsisten lipos andlogos de disposi-
cién de lus curvas integrales alrededor del origen de coor-
denadas (punto de ensilladura generalizado, nodo genera-
lizade, efc). En este caso, si las partes reales de todas las
raices de la ecuacign caracteristica del sistema (3) son
negativas, el punto de reposo de csle sistema x; =0
(=102 s n) es asintéticamente estable. Si, al menos
para una raiz de la ecvacion caracteristica, la parte real
es positiva, el punto de reposo es inestable,

Ejemplo. ¢Es estabie el punto de reposo (0, 0, 0) del
sistema gue sigue?

dx
e v
dy
===z
dz

dr =R

Solucidén, Formamos la ecuacion caracteristica
—1—=2 0 1
() SR R P | =0,
0 1 —1l—2x
o bien, (1 4 2) (32 4= 34 4+ 3} = 0.
Las parles reales de las raices de la ecvacidn caracte-

ristica Ly=—1, 4; 3= —% id -.Zi son negativas. Por
consiguiente, el punto de reposo del sislema dado es asin-
{éticamente estable.

19



3. ESTABILIDAD SEGUN LA PRIMERA APROXIMACION

Sea dado un sislema de ecuaciones diferenciales

Bt s %) =128 (D)

ysea xy=0 (i=1, 2 ..., n) un punto de reposo del
mismo, o sea,

FE@©,0,...,00=0 (i=1,2,..., 1)

Se supondra que las funciones fi(x), x5, ..., x4} son
diferenciables en el origen de coordenadas una cantidad
suficiente de veces. Desarrcilando las funciones f; por la
férmula de Taylor, segin las x;, en un entorno del origen
de courdenadas, resulfa

dx =
d—;=20u¥;+R¢(xan Ty oo B (=12 00 n), (D
=
af¢ 10,0, ..., 0)
ﬂx
tésimos de scgundo urden con respecto a X, Xg, ..., Xn.
En lugar del sistema (1) consideraremos ¢! sistema

donde a;; = y R; son los términos infini-

dx w
L=Yayx, (=12 ...,n (a;=const) (3)

=

denominado sisiema de ecuaciones de 1“3 aproximacion
para el sistema (1).

Subsiste lo siguiente:

I. Si las partes reales de todas las raices de la ecua-
cién caracteristica

ay—k Ll T
y p—h ... Gy |_g “
[ By sas Qugpg— A
son negativas, las soluciones nulas x,;=0 (i=1, 2, , n)

de los sistemas (3) y (2) son asintdéticamente estables.

2. Si la parte real de al menos una raiz de la ecuacion
caracteristica (4) es positiva, la solucién nula del sistema
(2) es inestable.

192



3. Si las parles reales de todas las raices de la ecua-
cidn caracteristica (4) no son positivas, siendo igual a
cero la parte real de al menos una raiz, el estudio de la
estabilidad segin la primera aproximacién es, por lo ge-
neral, imposible (comienzan a influir los términos no
lineales de R;).

Ejemplo. Estudiar la estabilidad, seglin la primera ap-
roximacion, del punto de reposo x =0, y = 0 del sistema

i — B2,
mEA L =g =2) @
5;.=3x+y+—f;- ’ mhnaer =)
Solucidn El sistema de primera aproximacion es
r=2x+4y,
ol ®
g=3x+1

los 1érminos no lineales satisfacen a las condiciones ne-
cesarias, pues su orden es == 2. Formamos la ecuacién
caracteristica para el sistema (6):

el 0, obien, #—3A—1=0. (7
3 l_?“—,oterl,.— —1=0. (N
: . . a4+
Las raices de la ecuacion caracteristica (7) Ay=—5—,
he = -3-_,“!—‘3 son reales y A = 0. Por consiguiente,

la solucion nula x = 0, y = 0 del sistema (5) es inestable.

Estudiar la estabilidad, segin la primera aproxima-
cién, de la solucién nula x =0, y = 0 de los siguientes
sistemas:

=2y —seny®

859. i )}
j=—x—3+xle? —1

i ;f=-—-x+3y+xfsen_u ml‘
f=—x—dy-+l—cosy |
¢ = —2x + 8 sen®

861. +. y}-

i, ,;=3x—223en;;+’x*—y1 }
f=senx —5y e’ —1
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f=—1l0x 4+ 4&5'—-4(‘055;"’}
f=2"—2— y4 1t I
¥=T7x+42seny -~y

j=e' =3y —1+4 5

8§63,

864.

3 1
i=— x4+ senly— xly
865. ¢ £

J=—y—2x4+x—y
i= %xe‘-—By—E—senx’
866. 3

G=2x+4ye T —yicosx |

|
i=lsenx—?_,r(l—u]‘ + &7

867. ; >
§=Fx—3ycosy— lly f
F= = D=9+ |

BE8. i .
j=gx—seny+ yt

n x
£=05x+ ycosy, =

869, %
g=38x+2y+ 5 — %’

4. ESTABILIDAD DE LAS SOLUCIONES DE LAS ECUACIONES
DIFERENCIALES CON RESPECTO A LA VARIACION
DE LOS SEGUNDOS MIEMBROS DE LAS ECUACIONES

Sean dadas las ecuaciones diferenciales
y'=[(x y) (n
y'=Ff(x p)+0(x y) ()

donde las funciones f(x, y) y 8(x, ¥) son continuas en un
dominio G del plang XOV y la funcién f(x, y) admite en

este dominio derivada parcial continua R
Supongamos que en el dominio G
18(r, 9)|I<e. &



Si y = ¢(x) e y = p(x) son soluciones de las ecuaciones
(1) ¥ (2), respectivamente, que cumplen una misma con-
dicion inicial

@ lx._;-, =1 1,-‘-.5 Xos
entonces,

| @ (x) — % () |<< 57 (M1s=% — 1), @
donde M= max _‘”_l_
ix, yre= G

De la acotacién (4) se deduce que, si la perturbacidn
de la funcién 8(x, y) que figura en el segundo miembro
de la ecuacién (1) es suficientemente peqeha en el domi-
nio @ la diferencia enire las soluciones de las ecuaciones
(1} y (2) serd pequeiia en valor absoluto en un intervalo
finito de variacion de x.

Esto permite resolver aproximadamente ecuacicnes di-
ferenciales complicadas sustituyéndolas por ecuaciones
elegidas racionalmenle que se resuelvan con mayor [aci-
lidad.

Esta ullima circunstancia puede ulilizarse esencial-
mente para la resolucién de ecuaciones diferenciales liga-
das con problemas de la fisica o de la técnica.

Ejemplo. Hallar en el cuadrado Q{ —-%g.rg%-,
—%gy.ﬁ;‘%} la solucidn aproximada de la ecuacion
y' = sen (xy), (1)

que cumple la condicion inicial

b !:=U=0’1’ (2}
y acoiar el error.
Solucidn. Sustituyamos la ecuacion (1) por la
ecuacidn
¥ =uxy (3)
Yleg=01. )

La ecuacién (3) con la condicidn inicial (4) liene la solu-
cidn

X2

y=0,l-e_"'_.
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que para todos los valores de .\re[—%—: %] no sale

fuera de!l cuadrado fundamental Q.

En virtud del teorema de existencia y unicidad de la
solucian, la ecuacion (1) con la condicidn inicial {2) ad-
mite una sola solucidn ¥ = {x) v por solucién aproxi-

£

mada del problema (1)—{2) se puede tomar y=10,1-¢7,
que representia la solucion del problema (3)—{4).
Acotemos la diferencia

A=le@ =@l (—y<r<y)

donde @(x)=0,1 e cs la solucién del problema (3)—
(4). En el caso considerado f(x, y) = xy, por lo cual,

af | _ il
| L] =151
Segun la férmula de Taylor,
1z

lsenz—z|< ot

Por consiguiente, en el cuadrado Q sc ticne:

1
Isen_ry—.v_rﬂgl%’!:-[—{ '

6 a8t
Utilicemos la cota (4) lomandoe=.—i,;’+!= max |Q-I-l=_--'—
H irgl=g Y 2
Resulta:
| . .
T o |
A=19(0— < gl =t < 2L,

Facilmente se vbserva que la solucion y(x) del problema
(1)—(2) no sale fuera de! cuadrado fundamental Q.

¢Cuanlo se diferenciaran las soluciones de las ecuacio-
nes dadas a continuacién, si cumplen una misma condi-
cidn inicial y_, =y, en los intervalos considerados
{xo = 0)?

870, ¥’ = Iiz + 22,

y’;ld’_h -+ x* 40,01 senx en [0, 1).
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871, y'=c FF
SEN
I v | cos kY
y=0 FF¥ 4 e [0, 2]

872. ' = % arclg xy,
1
Eix

5 CRITERIO DE ROUTH-HURWITZ

Sea dada una ecuacion diferencial lineal de coeficientes
reales constantes

ay a4 ... +ay=0 1
(@y ay - .., @y =const, a;>0 &

La solucién nula y = 0 de la ecuacidn (1) es asintofi-
camente estable, cuando las parles reales de todas las
raices de la ecuacion caracteristica

F)==ap +ar*™' + ... +a,=0 (2)

son negativas.

Crilerio de Routh — Hurwitz. Para que las partes rea-
les de todas las raices de la ecuacidn (2) sean negativas
es necesario y suficiente que sean positivos todos los me-
nores principales diagonales de la matriz de Hurwitz

a a 0 0 6 0...0)
a, a ay a 0 0...0

4y Gy a3 @ ¢ Gy...0 | (3)

00 0 0 0 0...a,)

La matriz de Hurwitz se compone del modo siguiente:
En la diagonal principal se escriben los coeficientes del
polinomic (2), comenzando por a; ¥ terminando por @,.

Las columnas, una tras oira, censtan de los coeficienies
de subindices solamenle impares o de subindices sola-
mente pares. Entre estos filtimos va incluido el coefi-
ciente ap. Todos los demds clementos de la matriz, corres-
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pondientes a subindices mayores que n ¢ menores que
cero, se suponen iguales a cero.
Los menores diagonales principales de la matriz de
Hurwitz son de la forma
a a, 0

v o dy=lay as a |, s

a4 Oy
ay &y

A=a, A=

ay

G o 0... i,

Por lo tanlo, la condicion de Hurwilz dice: para que
la solucién ¥ = 0 de la ecuacién (1) sea estable, es ne-
cesario y suficiente que se cumplan las relaciones:

A>0, A>0,..., A >0 (4)

Como A, = a,A,y, la condicién A, > 0 puede sustituirse
por g, > 0.

Ejemplo. Estudiar la estabilidad de la solucion nula
de la ecuacién

#4547 4 13y” + 19y + 10y =0. 8
Solucion Formamos la ecuacidn caracteristica
fA) =M 4503+ 1332 4+ 192 4+ 10=10.

Aqui, ap =1, a, =5, a; =13, a; = 19, g, = 10.
Escribimos los menores diagonales de Hurwitz

5 1 0 0
19 13 5 1
o= § f0 (@ gAML
0 0 0 10
5 1 0
D={19 13 B|=420>0 A=| > |=ss>0,
0 10 19 Ve A9
A=5>0.

198



Ha resultado que A = 0, 4, > 0, As = 0, A, = 0. Por
consiguiente, la solucion trivial y == 0 de la ecuacién (5)
es asintoticamente estable.

Los célculos se pueden efectuar del modo siguiente.
Formames primero el menor superior de Hurwitz Ay, des-
pués de lo cual facilmente se escriben todos los menores
inferiores Ay, .... Ay Ahora se pueden calcular sucesi-
vamente Ay, As, etc. Si aparece um menor negativo, la
solucidn es inestable y el calculo ulterior es superfluo.

Estudiar la estabilidad de la solucién nula de las si-
guientes ecuaciones:

873. y' -3y’ + 2y =0.

874, 4V L 47 | Ty” 46y’ 4 2y = 0.

875, ¥+ 5y” 49y  + By =0.

876, y'V — 24" + 4" -2y — 2y =0.

877. §'V + Ty + 1Ty 4 1Ty’ +4 6y =0,

878. 4" — 3" + 12" — 10y = 0.

879. y'V 454" + 184" + 34y’ + 20y = 0.

880. y'V + 7y + 195" + 23y’ + 10y =0.

881. 4"V + 115" + dly” + 61y’ + 30y =0.
882. yV 43y — 5y”" — 164" + 4y’ + 12y =0.
883. yV + 7y'V + 334" + B8y” + 122¢° 4 60y =10.

¢Para qué valores de o serd eslable la solucidn nula
de las siguientes ecuaciones?

884, "+ 24" 4oy’ 4 3y =0.
885, "V 4 ay” -+ 2y + 4+ 3y=0.
886, ¢V 2y fay” + ¢+ y=0.

¢Para qué valores de «, p sera estable la solucidn nula
de las siguientes ecuaciones?

887. y + ay” + By’ +y=0.
888, 4V + 8y + ay” + 2y’ + py =0.
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6. CRITERIO GEOMETRICO DE ESTABILIDAD
{CRITERIO DE MIJAILOV)

Sea dada una ecuacién diferencial lineal de n-ésimo
orden de coeficientes reales constantes

Gy a4 L any=0. (1
Su ecuacidn caracteristica es:
fO)=ap" +aa™" + ... +a,=0. @

El criterio de Mijdilov permite resolver el problema de
la disposicion de las raices de la ecuacion caracteristica
(2) en el Eianu complejo y, por consiguiente, el problema
de la estabilidad de la solucién nula de la ecuacion (1).

Haciendo . = iw, resulta

I (i) = u{o) + iv (w). 3)

u(m):ﬂ“—ﬂ _2(1)2+a,|_.1m"— vas }
D(w)=aﬂ-l‘°—an-3ms+ s

donde

&

La magnitud f(iw), estando fijado el valor del paré-
metro o, se puede representar en el plano complejo «, v en
5 forma de un vector con el ori-

f gen en el origen de coordenadas.

Al variar w en el intervalo

(— o0, 4 00), el exiremo de

este vector describird una curva

7 ¢ que lleva el nombre de Mijailov
(fig. 35).

Como la funcién wu(w) es

par, la curva de Mijailov es

Fig. 35 simétrica con respecto del eje

Ou, por lo cval, es suficiente

trazar la parte de la curva que corresponde a la varia-
cién del parametro @ desde 0 hasta 4 co.

Si el polinomio f(A), de grado n, tiene m raices con la

parte real positiva y n — m raices con ta parte real nega-

tiva, € angulo de rotacion ¢ del vector f{iw), al variar

desde 0 hasta + oo, es igual a g={(n —-2.'7:)%.

Esta claro que para la estabilidad de la solucidn de la
ecuacién (1} es necesario y suficiente que sea m = 0.
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Criferio de Mijdilov. Para que ia solucién nula y =0
de la ecuacion (J) sea estable, es necesario y suficiente
que, al variar & desde 0 hasta -+ oo!

1) el vector f(iw) electie una rotacién en un dngulo

. n . .
q:_.-twi,-. o sea, que de-;;-vueltas en direccion contra-

ria a la de las agujas de un reloj,
2) el hoddgrafo de fliw) no pase por el origen (0, 0).
De aqui se deduce que, para que la solucidn de la ecua-
cién (1) sea estable, es necesario que fodas las raices de
las ecuaciones

ulw)=0, v(w)=0

sean reales y se alternen entre si, es decir, que entre cual-
quier par de rajces de una ecuacién haya una raiz de la
otra.

Ejemplo. Estudiar ia estabilidad de la solucién nula
y = 0 de la ecuacion

Hl\-"+gnr+4yn+y;+y=0_
Solucion Formamos la ccuacion caracleristica
FOI=M 4234 24241,

[ (iw) = o' — iv* —d0® +ia 4 1,
ulay=a'— 4’ +1,
via) = -4+ o=l —ae)(l + ).

Se liene,

Trazamos la curva

w=u{w) 6 n
U=U(Lﬂ}' =< 4 00
o | o | Va—val 1 ‘V2+|/3
v o
a | o 0 -2 0 @l'T,?”ﬂ
v | 0 + 1 2

(Vease la fig, 36},
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El angulo de rotacidn det radio vector g =4 - -::- =(n—

-«Hm}-;«. De aqui que n—2m =4 y como n =4, se

¥ tiene m = 0, o sea, fodas lus
raices de la ecucién caracte-

ristica estin situadas en el

G, \ semiplano de la izquierda,

-2

R ! “v  por lo cual, la solucién tri-
: vial y=0 es asintéticamente
estable.

Fig. 36 Aplicando el criterio de
Mijdilov, estudiar la estabi-

lidad de la solucion nula de las signientes ecuaciones:
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889.
890.
891.
882,
893.
894,
895,
896.
897.
898.
899.
900.
801.
902.
903.
204.
905.
906.

9 LTy 4 Ty + 2y =0,
Y2y 42y g =0

2y L 13y" 4 284" + 235" + 6y = 0.

By 4 13y 4 199" + 11y + 25 = 0.

2y 4 6y + 9y + 6y" 4 2y =0.

gV Ay 167 + 24y - 20y = 0.

oV A 1350 4 4377 4 51y” 4+ 40y + 129 =0
g +y=0.

WAy =0

¥+ 3V + 27 + "+ 3y + 2 =0

P Ay Yy =0,

2y A Ly 21" + 164" + 4y =0,
MYy e =0

29V 4+ 9y + 32y 4 54y + 20y =0,

64" + 29y 1+ 45y + 24y 1 4y = 0.
YV 297+ 297+ 2y R 2y =0

P 3 2 Ay 2y 4 2y =,
Y+ 2+ g+ 2y =0



§ 20. ECUACIONES CON UN
PARAMETRO PEQUENO
EN LA DERIVADA

Sea dada la ecuacion diferencial
L Pt 2 (1) 6 ()

donde e es un parameiro.

Si, en un recinto cerrado de variacidn de f, x, ¢, la
funcion F(1, x, ¢) es conlinua con respeclo al conjunto de
sus argitmentos y sulisface a las condiciones de Lipschifz
con respecto a x:

V(L xp 8)— Ft, %, ) [SKN[ g — x|,

donde N no depende de {, x, & la solucion de la ecnacidn
(1) es una funcion confinua de e.

En muchos problemas de la lisica aparecen ecuaciones
de la forma

“E=i x), )

donde e ¢s un pardmetro pequedo.
Dividiendo por & ambos miembros de la ecuacion (2),
¢sla se reduce a la forma

"-'——*'"Hf x), (3)

de donde se ve que el segundo miembro de (3) es discon-
tinuo para e =10, por lo cual no sec puede aplicar ya el
teorema sobre la dependencia continua de las soluciones
del pardmeiro e,

El problema se plantea asi: ¢Cudles son las condicio-

dx
nes para que se pueda despreciar el término BT en la

ecuacién (2), para valores pequefios de |e|, y como apro-
ximacién a la solucidn de la ecuacion diferencial (2) se
pueda considerar la denominada “ecuacién degenerada”

P, x)=0 (4}



Para precisar, supongamos que & > 0 y que la ecua-
cian degenerada (4) tiene solamente una solucidn

= q)(!}.

En dependencia del comportamiento de f{f, x) en las
proximidades de la sclucion x = @{f) de la ecnacién (4),
la solucion x(f, e} de la ecuacidn diferencial (2) para
e—=10, o bien tiende a la solucién x = q({) de la ecvacidn
degenerada, o bien se aleja rapidamente de ella.

En el primer caso, la solucién x = ¢({) de la ecuaciin
(4) se llama estable; en el segundo, inestable, Precisando,
si al pasar por la grifica de la solucidn x = g(f) de la
ecuacién degenerada (4), la funcion [(f, x), al crecer x,
estando fijado {, canibia el signo de -+ a —, la solucidn
x = @(f) de la ecuucion degenerads cs eslable y puede
sustiluir aproximadamente a la solucion x|, ) de la
ecudcion (2) (lig. 37).

""--___.." i '
Mg 1t
al ]

Fig. a7 Fig. 38

Si la funcién f(t, x) cambia el signu de — a +, la
solucion x = () de la ecuacion degenerada (4) es ines-
table g sustituir la solucion x(f, e) de la ecuacion diferen-
cial (2) por la solucion de la ecuacién degenerada (4) es
imposible (fig. 38).

Condiciones suficientes:

1. Si El%ﬂ < 0 en la solucién x = () de la ecua-
cién degenerada (4), ésta es estable.

1. 5i & ‘;;‘x >0 en la solucién x = () de la ecua-

cién degenerada (4}, ésta es inestable.
Si la ecuacién degenerada (4) tiene unas cuantas so-
luciones x = q;(f) (t=1, 2, ..., m), se debe estudiar la
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estabilidad de cada una de ellas mediante los criterios |
y 11 expuestos.

En esle caso, el comportamiento de las curvas integra-
les de la ecuacion diferencial (2) cuando & — 0 puede ser
distinto y depende de la eleccién de las condiciones inicia-
les (del punto inicial (fy, xq)).

Es posible también el caso semiestable, cuando al
pasar por la curva x = @({) la funcién f({, x) no cambia
de signo (por ejemplo, si x = (f) es una raiz maltiple de
orden par de la ecuacion degenerada (4)).

En este caso, para valores pequefios de &, las curvas in-
tegrales de la ecuacién {2) tienden a la curva x = g(f)
por una parte de la misma, mientras que por la otra, se
alejan de ella. En el primer caso, se dice que el punio
inicial (fy, xy) pertenece al campo de atraccion de la solu-
cion semiestable ¥ = ¢({}; en el segundo, que pertehiece
al campo de repulsion.

Por regla general, en ef caso semiestable no se puede
sustituir la sclucidn de la ecuacién inicial (2) por la solu-
¢ién de la ecuacidn degenerada (4). Se pueden indicar
unos criterios cuando las curvas integrales de la ecuacién
(2}, con una adecuada eleccién del punto inicial (£, %),
se aproximan a la solucidn x = ¢(f) de la ecuacion dege-
nerada y se mantienen en un entorno de ella para t > ¢,
Pero esto es justo sdlo cuando no hay perturbaciones de
la ecuacidn (2).

He aqui estos criterios.

Supongamos que en un entorno de la solucidn semies-
table x = (/) de la ecuacidn degenerada (4) la funcién
f(i, x)= 0. 5i ¢’({) = 0, las curvas integrales de la ecua-
cién {2) que se aproximan a la curva x = g({) no se pue-
den corlar con esta curva y se mantienen en un entorno
de la misma para { > fy (el punto inicial (fy, x) tiene que
estar situado en el campo de atraccién de la solucion
semiestable x = q@(t); si (f, xp) estd sitwado en el campo
de repulsion, la curva integral correspondiente de la ecua-
cion (2) se alcja rdpidamente de la curva x = g(f)
(fig. 39). 51 ¢/({)=<< 0, las curvas integrales que se apro-
ximan a la gréfica de la funcion x = (¢} se cortaran con
ésta, y por la ofra parte de la curva ¥ = p{t) se alejaran
rapidamente de ella, Si ¢'(f) >0 para h<i<<f
vy g (t)==0 rara t > 1, entonces. siendo suficientemente
pequeiiv e las curvas integrales gue parten del punto
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(15, xq). perteneciente al campo de atraccién de la raiz
x = @({), se mantienen proximas a la curva x == @{f)
para th+8<<f<<f, 6 >0, en un enlorno del punto
{ = {; éstas se cortan con la curva x = @(f) y después
se alejan de ella,

fret)s g

Pttt ity
Pppdphepy s
UNTHS) 1
'W
m:.j.gli Hn‘x:rf)a__

£

=

Fig. 39

Si, en un entorno de la solucion semiestable x == g(f);
la funcién f({, x)<< 0, para que sean vélidas las afirma-
ciones expueslas hay que sustituir los signos de la deri-
vada g(f) por los contrarios.

Ejemplo 1. Averiguar si la solucion x = x({f, e) de la
ecuacion
de o
8"&? =1 X, (5}

e >0, que cumple la condicidn inicial x |_, = x;, tiende
a la solucion de la ecuacion degenerada x = f2 cuando
t>thye—0.

Solucidn Se liene,

it x) _ =g _
% o owm el

de modo que la solucion de la ecuacién degenerada x = #?
es estable y, por consiguiente, la solucién de la ecuacién
dada ¥ = x(!, &), que parte de cualquier punto inicial
(fo, Xo), liende a la solucién de la ecuacion degenerada
cuando e — Oy { > £, (fig. 40).

Puede ung convencerse de esto haciendo una prueba
directa, Resolviendo la ecuacion diferencial (5) como ecua-
cjén lineal no homogénea con la condicidn inicial dada
* limp, = % hallamos:

-ty

3
x(t, )= (x,— 2+ 20, — %) e ° + £ — ef -+ 2,
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de donde directamentie se observa que, siendo { = f;, o sea,
b by 50,
x(t, e} = £ cuando e=0.

Ejemplo 2. Lo mismo para la ecuacidn

?‘ﬂ =x(e'—2).
Aqui, la ecuacién degenerada x{e¥ — 2) =0 liene dos so-
luciones:
]} x=0,
2) x=In2,
Se tiene
af (¢, x)

—_ft 3 —
s ,=-1_(e 2+ 5%, 1;

de modo que la solucidn x==0 es eslable; pera

of {4, x) —_—{pt 9 e —_ 9
= L™ (" —24xe") | _;y=2I220,

de modo que la solucién ¥ = In 2 de la ecoacion degene-
rada es inestable {fig. 41).
&

X J

el A-{nz

7| -

¢ !
Fig 11 Fig 42
Ejemplo 3,
e— =(x—1p
La ecuacién degenerada (x — {)? = 0 tiene la ralz x =1

de segundo orden. Como en un enlorno de esla raiz se
tien e_?“ N=(x—1)?>0, )=ty ¢'(h=12>0, la
solucidn x == { ¢s semiestable, y si el punto (g xo) per-
tenece al semiplano que esta Situado bajo la recta x = {
{campo de atraccion de la raiz x = ), la curva integral
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x = x(t, e) que parte del punlo (g, xo) se mantendra para

t = fy en un entorno de la linea x = { (fig. 42).
Estudiar la estabilidad de las soluciones de las ecua-

ciones degeneradas para las siguienies ecuaciones diferen-

ciales:

907.
908.
909.
910.
811
g12.
913.

914.

§ 21

dx "
£ o £

.
eTf=,c(s4+1—x).

645~ ) (x — &)

dt
d. o
e?;; =x—1r
dx
8—(}"— = xf.

edE —(x—Hnx —£—1).

dx

— e

e 4+ x5
dx

B-a-——,l"—f-f—l,

. METODO OPERACIONAL
Y SU APLICACION PARA
LA RESOLUCION
DE ECUACIONES
DIFERENCIALES

1. LA TRANSFORMACION DE LAPLACE Y PROPIEDADES

FUNDAMENTALES
EL OBJETO Y SU IMAGEN

Se llama funcién-objefo una funcion compleja de va-
riable real f(/) que cumple las siguientes condiciones:

h
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2) f(#) es continua junio con sus derivadas de orden
suficientemenle grande en todo el eje #, a excepcion de
algunos puntos en los que f(f) y sus derivadas tienen dis-
continuidades de primera especie, siendo finito el nimero
de tales puntos en cada intervalo finito del eje &

3y al aumentar ¢, el crecimiento del modulo de la fun-
cién f({) no es superior al de alguna juncién exponencial,
es decir existen unos nimeros M =0 vy so = 0, tales que

[Fith < Mest (n

para todos los valores de (.

El nimero $o se llama exponente de crecimiento de la
funcién f(¢). Se llama imagen de la funcién-objeto {segin
Laplace), la funcién F(p) de variable compleja p = s + iv
determinada por la formula

Fip)= [ fev dt, @

sier}c}o) Re p = s, donde sy s el exponente de crecimiento
de ().
La condicion (1) garantiza la exislencia de la infe-
gral (2).

La transformacion (2), que hace corresponder a cada
funcién-objeto f(f) su funcién-imagen F(p), se llama
transformacion de Laplace, lo cual se anota escribiendo:

fi)="F(p}

Subsiste el siguiente teorema:
Si f(t) =F(p), en cualquiera de sus puntos de conti-
nuidad la funcidn f(f) se determina asi:

a4 fee
f=5 [ ¢F(p)dp, &)
donde o
a+ oo adib
[ eF(prap= lim [ e"F(p)dp
a=is a—r+w“_"’

(la formula (3) se denomina férmula de inversién para la
transformacién de Laplace).

-d42 N
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PROPIEDADES DE LA TRANSFORMACION DE LAPLACE

1. Propiedad lineal. Para cualesquiera constantes com-
plejas o y f, se tiene

of (t) + e () =oF (p) + BG (p) (4)

(agui v a continnacién se supondra que f{¢) ==.F(p),
gt} =

11. Teorema de semejanza. Para cualquier constante
% >0

flan=+F(2). )

111. Derivacién de la funcidn-objeto. Si [{{) es una
funcién-objeto, se tiene

PlO)y=pFip)—F(0).*) (6)

Generalizacidn. Si f{{) tiene derivadas conti-

nuas hasta el orden n en (0, 4 oco) siendo ft*)({) funcidon-
objeto, se tiene

O =p"F ()= "0 = 5" O — ... =" (0). @)
IV. La derivacion de la imagen es equivalente a la

multiplicacion de la funcién-objeto por el argumento to-
mado con el signo menos, es decir,

Fi{p) = —t (1). (8)
Generatizacidn.
F{py== (—1* £ (1) (9

V. La inlegracion de la funcidn-objeio se reduce a la
divisién de la imagen por p:

[foa= 22 (10)
o

*) Aqui y a continuacidn, la notacién f(0) liene el si n[ficndo
siguiente: HOJ=H+0}=‘ hm e.i' [x). Dei mizmo wodo, ?

, fin—-n g(}} son ahrcwaciones de los limites a Ja derecha corres-
pondlentes Nota del T.)
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V1. La infegracion de la imagen es equivalente a la
divisién de la funcidn-objeto por ¢:

[ Foyap= L2 (11)
P

(se supone gqne la integral _[ Fip)dp es con\rergente).
V1l. Teorema de la t‘ardimza. Para cualquier niimero
positivo 1, se tiene:
f{f — 1) =e=P<F (p). (12)
VIII. Teorema del desplazamiento (mulliplicacién de

la funcién-objeto por una funcién exponencial). Para cual-
quier nimero compiejo 4, se tiene

M= F(p—A). (13)
1X. Teorema del producto (E. Borel). El producto de

dos imégenes F(p) y G{p) es también una funcién-ima-
gen, siendo

]
Fp)Gip)= [ [(d)glt—m)dr. (14)
]

La integral que figura en el segundo miembro de (14)
lleva el nombre de convolucién de las funciones (factores)
f(#) vy g(f} y se denota por

(f*g}——“J-f(r)g{t—-:}dt.

El teorema 1X afirma que la multiplicacion de las imd-
genes es equivalente a la convolucidn de las funciones-

objeto:
F(p) G (p)== ([ g). (15)

X. Teorema de la imagen racional. Para que la imagen
F(p) sea una funcidn racional es necesario y suficiente
que la funcién-objeto f(f) sea una combinacion lineal de
funciones de la forma #me* (m es un nimero entero no ne-
gativo, A es complejo).
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XI. Cédlculo de la funcidn-objefo cuando la imagen es
ung fraccion racional. Supongamos que F(p) es una frac-
cién racional propia, cuya descomposicién en fracciones

simples es:
b
Mey
F(p)=§§(p e (16)

donde My, y py, son unos niimeros complejos, Entonces,

i

r=1
fy=3 Y T et (17)
ko=l

sera una funcidn-objeto cuya imagen es la funcion F(p).
En particular, si todos los polos de F(p} son simples, se

liene:
fith= ; My, (18)
donde M, == Res F(p).
i

Si Flpl= g”’: es una fraccién racional, siendo el

gradoe del polinomic A(p) menor que el del polinomio
B8{p) la funcién-objeto correspondiente a F(p) es:

! | . a™! I -7
rm-;—m_n, Jim = (FeY(p—pa™e),  (19)

donde py son los polos de F(p), ny son sus drdenes de
multiplicidad y la suma se extiende a todos los polos.

En particular, si fodos les polos de F(p) son simples,
la f¢rmula (19) se simplifica y toma la forma

A{pg)
& (py)

f=Y ek’ (20)
E
Ejemplos:
1. Hallar la imagen de la funcién unidad de Heaviside
(funcién salto unidad) n(¢) (fig. 43):

0 para (<0

ﬂ(f)={1 para (>0 @)
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Solucion. Segln (2) y (21), si tiene:
nit) = J e~Pin()dt = j e""dt=‘£-lREP > 0).
u il

Asl, pues,
= 3. (22)

2. Hallar la imagen de la funcidn “escalera regular”
(fig. 44},

7t

4ok ’—;

] I

s i )

]

ko) 2af | i 1

[ S 1 1 ] I

i | | 1

far— ] ! 1

I 1 1 |

] I | |

— . . 1 ! 1 1
7 ey [ T 2r Jr 4Tt

Fig. 43 Fig. 44

Solucidn. Se tiene f{t) =a{n{i} +nit—r1) -
4+ n{t —2r)+ .. .}). Por el teorema de la tardanza, resulta
1 | i
i =, —g—Pt — i
f(tj-ra{p+pe +Fe ‘+‘.‘J.
La expresién entre paréntesis es una progresion geomé-
trica con la razén ¢ = eP%. Como |q|=|e7'|= e < |,.
ésta es convergente y obtenemos
. it I
fit)= ] W .

3. Hallar la imagen de la funcién f({)= e*, donde 2
es un namero complejo arbitraric.
Solucidn.

o o
Wbl o [ p=pight = —{p=ki! Jf — !
e .uje*'e dt uIe Pt df =~
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si Re{p—2)> 0. 0 sea, si Rep> Rel. Asi, pues,

e-""‘r:——ﬂ__jL . (23)
En particular, si 2=1, se tiene
L1
e‘-—.—-p—_—l.
y sl A=—1I,
el= !
R

4. Hallar la imagen de la funcidn f(f)=ch{.
5w

Solucidn. Se tiene chi=-<F¢ /

Aplicando la propiedad lineal y los resullados del pa-
rrafo anterior, resulta

i b o B o Bl

Chr_"ﬂ(p—1+p+l]_p‘—!' 24)

5. Hallar la imagen de la funcidn f(f)= sen af cos pi.

Solucién. Como sen af -cos =—2|—[sen(a+ pH+

+4- sen (e — B} #], el problema se reduce a hallar la imagen
de la funcién sen wf.
Se tiene,

| .
sen of = 5 (el — e=o1) &=

o 1 1 1 __ @
'F?(p—ml_p+m‘)_p’+u" %

por lo cual,

s X a+f a—p
senaft‘osﬁl‘—’i[?xq_m-p_ﬁ?'-'- p‘+(u—ﬂ)’]'

y después de unas transformaciones elementales, resulta
definitivamente:
i 7 g —
senaf cosfi == = :;,_:p, ’—'ﬁﬂp! 5

6. Hallar la funcién-objeto sabiendo que la imagen es

I
Fol =iy
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Solucidn. iv mélodo. Aplicando el teorema del pro-
ducto y la férmula =sent, se tiene

i
PP+
i

3
i 1.
FEy = FET 7+ ?jsenrsen{!*—fc)d-:=

i
J [cos (2 — £) — cos{] dt = (sent — tcos ).

2° método. Se sabe que senf== p‘LI . Por la férmula
de derivacion de la imagen (8), tenemos:

—tsent +(—7) TEr"

De aqui, aplicando la férmula (10) de integracién de la
funcicn-objeto, resulta definitivamente

I
ﬁ# —,12— jl!sen!di.-:%(sen!-fcosl).
1]
3¢ méfodo. Segin la formula (19),
atie 2
I e dp Y efk
f) = — —_— —_—
0= ,_L 0"+ 1 %R“ W+

donﬁe la suma se extiende a todos los polos de la funcién
e . —_— 5 T
pepmel teniendo en cuenta sus dérdenes de multiplici

En el caso considerado, los polos son: p; = f, pa = — 1,
ambos de segundo orden, es decir, ny==2 y ny = 2, de
modo gue:

ml ) d (p—i)? eprJ d [ et ]
Res & =Jim— [_..-_ = |im — =
ipf‘i' 1y nlﬂ dp | (o*+ 1) s dp | (p+0)F

; NiteF —ef'2{p+i) . (p4+Dt—2 o
| (p+ i) te ™2 {p+ e 2Pt
= pth' p+ it I;T; CEE
1—=il g
5*4:—9‘-
R e’ 4t ey

5 empm—— —
(i +1) ai
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Por consiguiente,
cn.l

e T Ll -
f{t)=Res R 4+ Res Wiy

7. Hallar la funcién-objeto sabiendo que la imagen es

=-;— (senf— {cost).

1
Fin=g—pmry-

Solucién. Descomponemoes F(p) en fracciones
simples:
ey 3_1 3 1 4, o [
”p)_‘Su—i T TI oo 21 p+1
ik BEE
3 pl—p4+1-

Hallando la juncién-objete para cada sumando, obtenemos:

i &y
f(t‘)ﬂ%e‘—%te‘+~£—£’e"—§'—4—e"-%e*cos]—233+

Vi oz VI
-+ —Te? sen—«i-r.
8. Hallar la funcidn-objeto, si la imagen es:

—___2+3
Flo=sr+sm

Solucidn, 1* métedo. Descomponemos F(p) en
fracciones simples:

Hallando la funcién-objeto para cada sumando, obfe-
nemos:

fl)=1—get—ge.

2° método. Apliquemos la férmula (20).
Como los polos de 1a funcién F(p)

n=0, p=-—1, py=-3,
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son simples y
Alp)=2p+3. Bip)=p*+4p*+3p,
B'(p)=38p*+8p-+3,

se tiene
= Aded o Alps) o Alps) .
H)=F 5y ' + 557 &'+ Fog ' =
— e
=1 "--"2-8 f— 5& B,

En los siguientes ejercicios hay que hallar la imagen
de la funcién-objeto dada:

915, 1 — 2 42,

916, * + 42+ 41,

917, (r — 20 nif — 2).

918, fe—,

919. (£ +2)te,

920. ch? af.

921, (t— 1fFe'"=tn(f—1)

922, g% sen ff.

923, ¢ cos 3f cos 4.

924, e*r—-Mgen(f —a)n(f — a).

9256, £% sen (I -+ %) i
926, et cos(t+p), > 0.

sen t
927. ——.

—it sent

929, sen 5 sen 2{.
930, sen®2t,
931, feht.

932, fsenf.

933, cos 2¢ cos 4f.
034, vos® 4t.
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En los siguentes ejercicios estin dadas las imdgenes
¥ hay que hallar las funciones-objeto correspondientes:

In+43 i
e T S
? 4 g? _—
936. ﬁ,—-_—-“;’,-ﬁ(a es una con- 945, 2"
[
stante). =
937. —"-IT 946, Lr_'_
p§+ . g "
2 P14 9p% 4 27p 4 25
98 r—he=m-" W T ety
3p 419 p 45
B8, M. 2T
1 |
0. G . s
| a
W =Ty i
950. £
2t — 2V 2p ”

942, m .

|
943, -i;rm'l— .

2. ECUACIONES LINEALES DE COEFICIENTES CONSTANTES

Sea dada una ecuacidn diferencial lineal de segundo

orden de coeficientes constantes
() + a ' () + ax (h=F {8), (1
y las condiciones iniciales x(0) = x;, £"{0) = x,.

Se supondrd que [a funcién f{f) y la solucién x{f)
junto con sus derivadas hasta el segundo orden son [un-
ciones-objeto. Hagamos las notaciones:

x{t)=X(p), F[)=F(p).

Para la ecuacién (1) y las condiciones iniciales (2),

la ecuacién operacional tendré la forma
(PP+apta)Xp)=F@)+xp+a)+x 3

Resolviendo la ecuacidn (3), hallamos la solucién ope-

racional ;
e Fio)+xlo+ad)+x
X {P] P+ ap +ay . @)
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Hallando la funcidn-objeto para X(p), obtenemos la
solucidn de la ecuacion (1) que cumple las condiciones
iniciales (2).

Anélogamente se puede resolver cuaiquier ecuacién de
n-ésimo orden de coeﬁcientes constantes con las condicio-
nes iniciales para { = 0.

Ejemplo 1. Resolver la ecuacién
=54 dx=4, x(0)=0, (=2

Solucidén Como 4#—: y como, por la condicidn,
xp=x(0)=0 x =x"(0)=2, la ecuacién operacional
tendra la forma

(0~ Bp+ DX (p) =3 +2.

De aqui, hallamos !a solucién operacional

ke 2p+44
S e

Descomponemos el segundo miembro en fracciones sim-
ples:
t 2 |
Xifp)imiiant s £
(p)=m ==t o
Pasando a la funcién-objeto, obienemos la solucién bus-
cada:

xif)y=1—2e' 4 ",

Ejemplo 2. Resolver la ecuacién

x4 4x +4xr=8e"% x()=1, x({0)=1.
5% R £ .
Solucion Como Be=¥ == T ¥ segin la condi-

cién xy = X, = 1, la ecuacion operacional lendra la forma
2 .
PP+ 4p+DX(pl=—z+p+4+1,

y, por consiguiente, la solucion operacional sera:

_PFP+Tp+18
Xp)="—er
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Descomponiendo el segunde miembro en fracciones sim-
ples tendremos:

) 3 1
X =wrw t oy tiFr

Pasando a la funcién-objeto, obtenemos la solucion del
problema planteado:

v (t)=4fe~ 4 e~ - =,

Resolver las siguientes ecuaciones:

951.
952.
453.
954.

955.
956.
957.
958.
959.

960.

961.
962.
963.

964.

965.
986,
967.
968.
969.

4 3x=e" x{0)=0

= 3x =304 30 241, x(0)=~—I,

X —x=cos{—sent, x{0)=0.

x4 x=2sent, x(0)=0.

2 br=te=¥, y(0)=—.

N A Ay 3=, x(0)=3, ' (0)=—2,
=2+ 2r=1, ¥(0)=5, '(0)=0.
X" =5x"4+6x=12, x(0)=2 x(0)=0.
Y4B =120, x(0)=0, ¥'{O)=x.
V=204 1=0, x(0)=x'{0)=1.

N B =204 1, x(0)=4, +(0)=—3.
W Oy — By =8 T3, x(0)= ' (0) = —1.
X =T =— (14 +5), x(0)=2, x(0)=8.

Vb2 =6, x(0)=0, ¥(0)=+
x4 Bx"=t, x(0)=0, x’(0)=-—-3%-

2 4x=2 x(0)=1 x0)=2

T8 1y = (= e, 2O =2, #(0)=—3
¥ =y fde=({— 1), x(0)=0 x"({0)=]I

dx” — 4y’ r=e?, x(0)=—2, ¥ (0)=0.



970.
971.

972,
973.
974.

975.
976.

977.
978.

979.

980.
981.

982.

983.
984.

X 4Bt 2=~ e, x(0) =2, X' (0)=—3,
2 ¢ — B =Be¥ - 2677, x(0) =0, ¥'(0) =1
A A dr =B x (0) =" (0)=0.

¥ — xf=m 2gend, x{0)=2, " (0)=0.

¥ 4 9x=18¢cos 3, x(0)=0, x{0)=09.

£ 4 dr=4coslt — {,—scn 2, x(0)=0, 2" (0)= %
¥4 26+ Sy =teost, ()=—. ¥(0)=0,

xh4r+m=wﬂnum=er=%.

X" — 45" 4 5x =2 (sent 4 cosf), x(0)=1,
(0)=2.

A =0, x(0) =1, x'(0) =3, x”(0)=2.
W= Ay =1, 5(0)=0, ¥’ (0)=—, x"(0)=0.
e =2y =06, £ (0)=10, (0)=1,

X (0)=2.

¥ 4 v =8} 2sen Ef -{-i:—} 2(0)=10, ¥'(0) = —4.
N A =2cns?t, (D) =0, ¥ (0)=0.

W =1, x(0) =0, +/{0)=1.

3, SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES

Supongamos que se necesita hallar la solucion de un
sistema de dos ecuaciones dilerenciales lineales de coe-
ficienles constanies

L = by + i (0)
dy (n
i =@ + by +fa (0),
que cumple las condiciones iniciales
O =xp y(O=uyu @
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Consideremos las imagenes de las funcliones incégnitas,
de sus derivadas y de las funciones fi{{), f2({):

()= X(p), y (=Y (p)
X ((y=pX(p) —xo, y'(t)=pY(p)— uo
hi(t)=Fi(p), falt) = F2(p)

y formemos el sistema operacional

pX(py=aX (p)+ .Y (p)+ F (p) + % | @)

pY (py=aX (p) + &Y (p) + Falp) + 1o |
Este es un sistema algebraico lineal de dos ecuaciones
con dos incognitas X(p) e Y(p). Resolviéndolo, se halla
X(p) e Y(p), y pasando luego a las funciones-objeto se
obtiene la solucion x(f), y(f) del sistema (1) que cumple

las condiciones iniciales (2). Anilogamente se resuelven
los sislemas lineales de la forma:

"
dx =
— = L ap¥;, = const;
1= =1y 2005 1),
X (O =x]

Ejemplo. Hallar la solucidn del sistema
dx
= —Txty+5 }

&Y — —9x—5y— 37t

que cumple la condicién inicial x{0)=0, y{0)= 0.
Solucién. Como 52, —S?I.é—-%yxo=ya=,g,
el sistema operacional tendrd la forma

PXP)=—TX(P)+ Y () + 2 ]
PY (p)=—2X () — 5Y (p) — 3%
Resolviéndolo, resulta

_ Sptmp—37 _ —47p—289
X =rwrrmra: 'O=Frrmea
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Descomponemos los segundos miembros en fracciones
simples

wedoo Lo pEE
X[P}—-p i e
Vi s Lo pHb
: P = T P ip+w
o bien
4t ___p+8
X oy =7~ ~GLopET
1 ___p+s !
Y=g = —Gror+1 T GFoFT°

Pasando a las funciones-objeto se obtiene la solucién
buscada:
x{iy=1—t—e"%cost }
y{)=1—T{—ecost +esent |”

En los siguientes ejercicios hay que resolver los sis-
temas de ecuaciones por el método operacional:

—i—f—%—y=0
985, , x(0)=2, y(0)=0.
Y4 x=0

s 4 4y —2y=0 "
3 v X0)=y(0)=1.
Lt xtay=0 ©

dx

T

987. L x(0)=yO)=1.
F=20+y
dx e

sss.?-’-%_& . x(0)=2, y(0)=3.
}“:——2.\754
%-{-x:y+e‘

989, x(0)=y(0)=1.
Ay y=xt e
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990.

991.

992.

993.

994,

995,

996.

997.

dx dy t
atar=yte

: x(0)= y (0) =0.
2T:+%}L+2y=cast

=§l"—‘z

dx

i

dy __ ;

?-f-_x+y v x0)=1, y(0)=2, z(0)=3,
dz #

Gr=r+tz

%=4y+z

i

L=z . X (0)=5, y(0)=0, 2(0)—4.
dz

=1y

dx 23’2‘

it trtydz=0

dx | d

G+ Frtz=0 . {0 =y)=1,
dz dy z(0)=—2,
T 2gr—y=0

dx d

G2 2y=1-2 #(0)=y(0)=
4z, ! =y (0) =
?T§+2%+xﬂ0 x(0)=0,
dtx

=Y

iy 0=y (0)=1, ¥(0)=2, ¢’ (0)=0
o=

Vi

Tr=x—4y ’ #(0)=2, y(0)=0,
¥O)=—V3, yO) ==

L A | N
mtar=¢—x 2{0)=1, »(0)=0,
ygd_ [ rO=2 yO=—L



998.

1000.

‘;ﬁ-r-—*l\:——du=—3
d—',+4y+2x=4t+l

999,
d )
d_!:+x_y.___p

it

dix

=7 x4 y=5 I

'y =y (=

]- x(0)=y(0)=0.

d: Hy—2%=0
dy

Cx(0)=2 y ()=
-+ x— 2y=— 5¢'sent

)=y (0)=x"(0)=



RESPUESTAS

83. Si 34. No, 35, Si. 30, No. 37. 5i. 38, Si 39, No.

40, Véase lz fig. 45, 46, Véase la fig 51,

41, Véase la fig. 46. 47, Véase la fig. 52

42. Véase la fig 47. 48. Vénse la fig, 53.

43, Véase la fig. 48, 49, Véase la fig. 4.

44. Véase la fig. 49. B0. Véase la lfig. 55.

45, Véase la Tig. 50. 51, Véase la [ig. 56,
<'J n=0 n=} |lv

' /

et il

4
A

i

Fig, 45
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3
69, 2,337, 70, 2077, Th. g () =0 g, 1‘:]—%-%%; g x) =
—-I—;-G— = Mx 427 = Tt = 227). 7% o la) =0, g (x) =“;_=i

xﬂ x.‘l x}
plRd =t I8 =L n=I+x-+5i nx=

3
=ttt 1 0 0=2 g f:}=2+x-~§—x’: gs ()=

—2+z+x7—§z‘—%t‘. 80. gpix)=2 pix)=2—Inx
wfx)=24In"x. 8l x+y=C(l—=axy). 82 2(l4g¥)=0C
8s. [x+gJ{x-y-2}+2Jn’-1-*_’—§ =c 84. y—tglaCx.
& Vi+o+VTgr=c 8 Vice+¥T—g=1 y=1
87, " =C(1—e™¥). 8. yg=1. 8. o ¥=C. 90. |4 e¥=

=Cli+) o (149 e V= +i—x,sz.7'e“"-e*'-

—mViE vz‘—farcigy:(.‘. 93, (F —2x + 2 (¥ + 1) Parev =,
94. x+C=clgLf~;—f+iﬁ)_ 95. b (ax + by + C) + a—= Ceb%,
' VT¥ g

96. x+y=arg(0+£). 9 c+E =tz 08 In
< u

. , Iy-t-ll-”1+y*|
= . 90, 2% =30t 100, ——— + —lnx=C
Vit 4 o ]--xy+‘2 *

XY e 3
WL Cyf=e 102, 3% — (20 + 20" + 6xy = C. 103, %—

—x? A B O ) AL O ) e
x+2x+329—x Codbd.x -4 1 + p—m41 +

+C(r—mek—1, p—m=—1) 108, y'=Cx—Inx—1
106. 2x tesCr Fam g Cx
+2xiny 4 1) C x=0 W07, y=a+ T
a u ]
108. yna-!g"/—;—-h 108. In’lg?lnc—ﬂsenj.
y=2nk k=0, £ 1, =2 ..) 1o, §' =3y y=— 2%,
x
=it s ® Mo el
i [yat=atind, y=—t—(uiperbola). 112 =20
L]
TaR . d_lr= 2 n-’ifﬂ'l"'ﬂn}_ 3
v=V725+10 emfs. 114. m et Ty
analln-I—,;—
dv . . Shnil0 A1
15, m—re=—ko, (= Tog * u7. -~ =k(F—"T

r
T=20+80 {-2!-)‘*’ = G0 min, 118, y'=n—%; y=Cx" 119. %‘—f—:ks‘;
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S

s=25-2"., 120. I8 kg —=~ —k(%— 3%) donde & es el coefl-
dx 10 —x 1
cienfe de prnporcwna!ldad. 121, 5.2 ke nu[ ) —E).
122, 1y =C. (C #0). 123. 032 kgi 45 = ks (s +6). 124. 322min.
125. T-—x,&ﬁéﬂﬂﬂ cal: __-k_?l' donde @ = const. 128, y=0,
para a<1 la solucién es dnica. 130. y=%mﬂ+!]x+
+C(n=0 %1, =2 ...} 13l. y=C, 182 y={—l"{xarcsenx+
e l-x7)+1mx+C n=0 =1, =2...) g=e*+C.

184, y=anx+C, (n=0, =], £2,...) 135.y=-xl‘lnx—1}+C.
196, p=rarclgr—gin{l+2?) +ax+C (1=0 %1, £2...}

137. y = arc sen (-—“—;-—L)-I-En. 138. y==arc :tg( +?:'T)+3“
X
11,5 1 :
139, y=2arc tg(l — gty R Mo y=Farc Ig[—§-+arc tgx)+-§-:-:.
11 y=0. M2 y=1, 143 y=—o 144 y=amclg§';+%u.
45,y —dxy 428 =0, 148. ECg-C’x’-{—l: =X
7. {x+y) (2 + ) =0 148. (g ;x} (g — 2x)P = C (y + 20)%
M9, Cly'—x) =y’ 16D, P =Cre®. 151, g+ V@ —r=
v (y+VP=3)
= Cx% = 152, jy* -+ Bexy? 4 3baty 4 ax*=C.
169, xf=y'+Cy'. 154, gi—xinCy:  165. c*x=-1+2c,y;

Ceex? == 2Cy. 158, (x—1) (3¢ + 2y—1) = C. 167, x + y+1=Ce =
188, (x4 y—1f(x—y—1)7=C 160 Vx‘y’ =21,

160, g iafy — 1)i=0C, 161. arclg—-*—1n(x’+y’)+lnc
162, ey + VT F 20 =C. 183 (g——zx+313=05y—x+1):
164, x+3y—Injx—2y|=C. 165. ynl—x+c‘e“""'
166, (x4 uy— 1)+ 2x=0C, 167, senx+2ylnly|— Cgl—ﬂ.

-3{:“‘"; - — -‘ﬂ
168, x=Ce OO60 CV a2t b=yt 20t 170 e’ V=0

x=0. 170 x* + 4" =Cx. 172, y--;— [m'“‘t —--éx"f“). 178. Pardbola

=20k +CL 174 y-%(cﬂ_%). 175. 524 4t Cxh

116, ymCe 4L @42~ 1) 17 y=C Vi r 2~ 4
178, y=Clnx+x% 179, y=CV|a* = 2|+ £ 180 y=C¥x 422
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181, y=C (x+ n“+~'— v+ 0t 182 r=8sen? % + Ce=to% ¥,

188, y=(2+C)e™ 184 yo= EC-:l .|._}.. 185, = Qe %0 % 3
+senx—1. 186. y=Cxlnx+Vx. 187, 47 = Cx? 4 43

8
88, g#=CVx+ViFl 189. —i=9~y:+c.-. ¥

190, gy — et 4 Ce®, 191, y= —gcosx + Cx. 192, i:-n e 4 _!_
x

193, 2 4 y?—a = Cy. 194. ;%—:Csenx-l-x_ 196, x?m= Co¥ —y—2

1 T x
198, —=C V' [ p— ST 2
o +x4+ Vega T ¥ +x

1 i
18, = C-—lf +-—|n|VT+x‘+ )
v VI-{-x’( P &l
199, —y';.=%u+w+ctx+u=. 200, y* + eyt 2t = C

X
2 203. _
rhit Y= sx

C Cx
201, x—y]ny-l-?. '202‘3-1"_-I

204, sen y=x+Ce™%, 205. 1g -g—=Ce"'-—-.r+J. 206. y=(x+1)"{C+e*)
A=

W7 glg=Cr 208 tgy=(CHE) e 209, ymsen

210, y=cusl’h; 200 yp=2"% 212, y= so; 213, y=£:-:—i.

204, y=arctgx 216, y=—¢** +ws—|'— 216, y =x"%,

217, x' 4+ 2"+ gt =, 218, x3+1x% +y‘ C.219. V& + ¢ +

In|,w|+—y- =, 220, #*tgyy' +F=C' 221. X'yt =P =Cry

sen? x 244
22, S

= 28, M+t — =yt =0C

224.yl’l+x‘+x’y—ylnix!=:€. 2925, l‘rx‘+y‘+»f~-=(.‘.

226, xseny —yeosx+In| eyl =C. 227. tgxy—cosx —cosy=C,

228, y=x. 229, sen (nx 4+ my) 4 cos (mx 4+ ny) = C.
X

230. arc sen Vx‘+y5+arcsen-;-+e?—c. 231, sen-i—-ros-:—r+

Gk %s C. 232, (x2 -+ 1) + 2% (' —2") =C. 238. | 4 y?—2=Cr.

[ =m§l'__-‘2)._,j Bz = %‘. 234, ' — 2%y —2=Cux
; gy =C. e A=l p=——
205, 1 (5244 =C A= pm

204



1
237, x——‘g—mﬁ‘: n=—. 208, xin|zx|—p*=Cx: p-ﬂ:%.
239, Sarcigx42xy=C, x=10; P-T-I-é'?' 240, g2 {ln x=1)=Cx%
,,_7“—. 241, 2% sen g 4 2% (x— 1) 4+ e¥ [sen x — cos x) = C; = ¢¥,
242, x’-——;——-axyuc; p—-;_-l-;-. M3, 4P Cm=y—yh

-G Y= Gy Cet x| 25, (y—C)F = AC.
X
248, (y—C)i=ux" 247. In Cymyx2?, y=0. 248, xy=2C, x%=C,
249, y=75 Jr‘+-f. y==%x Wb yp=0C4C yp=—r4C
y 1

- 3 ¥ £t .
251. 4e =(x+2" +C 252.y==?+c.y=—?+c, y=Ce".

| |
==|n|l — 4O
. xﬂenm‘l—l)'i-f“].y:ﬂ - x |I|l'l.5|+|"p+ 1
88 ; L3 '
Inp
== C
98 x=lInp-senp, } _— = Eﬂ+2
‘y=CHplltsenp)teosp/’ gtC=35p—p |’
-
+:=|'mp+‘n’ x4+ C=2arcig p—In Y i—p i 2 ‘I
Ty Rt -gss.y=nrc5enp+|n(l+p“'}
y=p y=0.
1
L.D
n y=cf 4+ C } s 280 R
B e Y ' |

s Copial (hap L
pye’ (i)
x=acos'f
y+C=—usen‘r}

"'"r’l“:l? gt —lgt +r)+c }

261 y+ C= =V ¥ = +arcsen Vx) 262.

ip=Igf). 263.
y=asen®!
:+11 :
x=—7+ln T 2arctg!
264, 1 =0
S =
(p = yi)
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x=pdsenp ]

b, !‘+C=-—;.U'+psenﬂ+tmp
.:—I—C=[nlpl+5enp+pmsy] o8 x=2Cp—lnp— 2]
T y=p+picosp T y=cCp—p
gml 1 ,

] =2(l — -

A Lyt |
y=_2£+1.,,,,._2 g=[20=p)+Ce]{1 4 p) + p*
= C cosp _senp _Crt2p—1
PR P 2p- o —1)7
Y s =0, 271.

A _¥_2esp_ 5 Co+2p—1
=TT =R
e o

272 8 g . 23 y=Cx4 A

C

-1 343
X 1 C—1
agsnzaﬂ.zn.y——-r.y—fﬁx+c- 276. y=Cx — T

{y + 1)* = 4x. 276. y-:Cx+t;|’ T+ 0% 2+ gt = a?, 277, y=Cx+
2 2

T pyT=a®. 2B x=mCy+C% dx=—y

=R a’ |
Viter' 13 s
270, ay==a. 980 x° Ly =a®. 81 yt+a=0
282, 214 yP=2eyy =0. 288. ¥y ﬂylny B, o + Y —xyf + g,
285, g =2y A y=0 286 gy’ + 2y —y=0 287 ¥ =0
288, g"'+%y’-0. 280,y =(14+47P  200. y*—y=0.
291, "+ y=0 - 202, y’—?bx=&“ (b>0h 203 2?4 ayl=C,
204, 2x 4 ayt =C. 295. seny—be" 296 e dbx. 207, xy=C.
28, y=an sl k=2 — y“" =1—z. k42, 209, x*4yt=2by,
X
800, xyf=6b. 3. p=C{(l—cosgq) 302. y==Ce 2,
808, yr=4dx 4 304 y=0. 305 y=0, ya%x’. 306. No hay
soluciones singulares. 807, a=0, y=0 308. 4y 4+ x*=0.

800, 4xg*=—1. §10, ywxw-;—.‘,-. 811. No hay soluciones singula-
T

res. 312, gr————:—. 318, y=0 y=ir 314 y==xl,
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x
- 2 ]
315, y=k 22, 816 y=x y=——= 317, %+-§-,--|,

5
ot perer x x
318, x=ay' + Cyl T— 4% 819, y==x T Tl g=c%—+
4ecosz 321, y' TP =2senx+—— + Celm=113e0 % 309 b Grty?ep
yte=C. 323, 15xTy — 2xy? — 1200+ 20 =C. 324, by + 124° —

—Ody 2 =C.  325. 2+ xy In x = Cuxy, us-;-%-,—. 326, g =

=Ce % 4 (senx—xcosx) e~ 327 (C—Inlxf)(1—xy)=2
i
828, x=C92”+—é~y’+%g+%_ 320, w4 C-ﬁ?:t—xT-I-?In ¥
1

Wil—x] 230, x*=Cyle? + 27+ 2+ 1. 331 pi=Cx*4 2

332, yly—2x)'=Cly—x)% 38 y=C—N+ %
2043
334, x4 y—l=Ce*T¥", 338. In tg%}:n‘f.‘—!icos—;-.

330, y=C(3¥ =2+ = 7. P=Cedx\ 38 x4 C=

1 .If b T
-a_b{gu-f-fly—{- c— Tarctg[l/?lgrax+bg}+c]].
x

g ]
330, x+ye¥ =1 +e 340. In|x]|— 21;-,=c. 341. In|2x—2y+5|—
— x4ty —2)=C. 842 Sy 2x—=Cy M3 L4+ =0Ce"F.

i x4+ x4 = 2x -+ | 2y —1
g, - — a2 1 - 1) — =
a4 n ¥ [STCQ—FIE'——+BT€§ V3 ) C,

2 gt
)
sas.x-y=(1+cev . 346, sen v+ 2y In | g |— Cy =0. 347, 3™V =

= Ce ™ — 2% 348, x4+ =CF+y) 349 -l"'“ *f’; *

n42"
ne—2 350. xVTFe+yVite+hle+VTHal+
+1n|y+"ll+y" |=nVTE i +tnln+VTFat | 361 %y—%—xi-

+ —_t-ls—',—(-lrx’—ﬁb’}lrll?'[x-i-yjﬁ-n:-i- pl=C. 352 y—Cxt=

w26 a5y e%_—c‘ 381 =(x_a)g'+‘_=+2 +3
T+ eC" e Sl ¥ 3 x4+ 3.
X 13
S ﬂ“%+crr’+c,x’+csx+ct 333-¥=E!nx—mx‘+
x* X 1 x
+5~-3tm:m 384. yl_g——seux—kc.x?-i-c,x-f-c,
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23 xi—frd 20

385, y 386. y+C=‘-—(x+ )+

TRx+er 32
+T52_“+C"'" 387, g=(l4+CHInlx+ )= Cyx+ Co
x+C‘|=-%—In
388, , te=g"

1 3
1}+C‘,=TI +;ﬁ'§
x

=+
39, y=(Cix—Clle®  +0, 399.y+£‘==|l![ig(—x—+c| ]
|
t+C»=-z(2fne—I]}

W y=0Cy 4+ Cox —sen(x+C,) 302, - B i
r=z2t4

z=y a93. vz,

yn——zS-I-C,z’Cg
89, y=Cyx (2 —C,) + Cy; yﬁT+ﬂ'.

: SHEE
305, y=c?(”c.r_£‘_§c.x)+c*_ g, FHCr=e {z+|))_

¥+ Cy =gle?
z=y" 387 yu-s-xnfﬂr-isﬁ-, 398. y=ch{x+ C\)+Cs
399, y=u 400, y=—2{VcFa+ et st 0. y=
—InIfg[’ )l 02 yemx— VT —T-+ln2 403 g—

—=|—2-f15+ﬁx"|+C|r'[n]x|+(!,x+€‘;. AM. r=Ct 4 Coy+ €,
7 1
405 y=Cy+ L (x b 0)? —%Cl(x+(:|lﬁ 06, y=Cy+ Cox +

—!—C.Inx—-%. W7, y=0C ——-l,/l Clal 4o (.‘.xlfl—:w

]
+?C.ar¢.‘sen:. 408, J:r-é—x!n]rl+C.In|x—1|+C,x+C,.
( x+C, _x+C‘,)
409. Cypf ~ | =(Cyx 4 Ca) 410, y=——-s!—’- e O 4o G

l’rC + ae¥ —
'r Cf+ﬂe +C,
413, ax+c,=a'.fc,+l7 +Vy (Vg —2c). am. Ci(x—C)=

2
=% (2c,g + 1 } ,yT -1 A5, (k= Cy)F =4Cy y — Ca).

28

x 3
ann. y=(-§+|). 412 x+Cg—*—~ln
|




a6, y=V& =7 417 ;.a:l—:_"—m,. 118. C.x+C,=[n|y_fC s
43

419, y=100e5% 420, ye=—In|x—1] 42l yeos® (x4 C\)=Cy
2
Lioea?
422, y=—~lncos(x 4+ C,)+ Cp 423, y=Cpe? L 424 y==x
425, g=Iin{l 4 ™) =2x. 496,  y= = aresen e*t0 4 C,.
= 2 =1
1. (FCPH W+ Crme s, ! FPGIR2=D]
(p+Ne? y=piue
x=p ‘ x| = x4C, Inx4C,
428, y= pel ] 430, p=Cye (’ ')‘
dix k " ¢
Bl =— tx es la distancia del cuerpo hasta el ceniro
2 L3

d 3
de 1a Tierra): £ =122 horas. 432. ’"'aTt?'}T‘ FL- %;{H.c,]!q. Cx

dx \* mo e e
=t x=—n

k 2 '

k d*x
2= . peetlnch e
a —. 433. m = g ﬁ{

T 5
a=Y %. 434, Cx=yt! (k >%} 435, (x+ Ct +
F{g+ Cf¥ =R, donde R =const. 436. Si. 437. No. 438. Na,
439, Si. 440, Si. 441, Si. 442, No. 443. No. 444. No. 445. No.

446. Mo, 447. No. 448. No. 449. No. 450. Si. 451. No. 452. L
453, —% {x ¥ 0) 4564. 0. 455. e 456. 0. 457. —Bsen’r.

] n
458, — ——. 459, ——%_ (|x|<n). 460. 0. 461 O
V3 v |
1]
2. 1—lnx (x>0) 463, "—:T'-a" (£s£0) 464 —e,
465, —2e” 5% 166, 1. 487, 1. 473, " 4 3y 4 2y =0.

474, 297 — 3y’ — By =0. 475, 5" + 3y" + 2 =0, 476. ¥V + 20" +
oy, ATT. y'" =0, 478, y” — 8y’ + 2y=0, y = Cye* + Cpe™%,
499, §" — 2 4+ y=0, yo=Ciet + Coxe’. 480, y" — 6y’ + 13y =0.

y=g** (C, cos 2x + (s sen 2x). 481, ¢ —3y" + 3y —y=0,
y=I(C, + Cax 4 Cax¥je®. 482, y" —y=0. 483, 4" —y' =0
484, g4y + =0 485, "+ 9y =0 486, y" =0
487, y — By’ + Ly — Gy =0, 488, g7 —3p" 4+ 3y —y=0.

489, y'/'—Ay” 4 Sy'—2y =0, 490, y'"'—y"=0. 9L """ + ¢ =0
42, g =2 4y =2y =0 403 g 4+ 2"+ 2 =0, 484 y=
4

= Cret 4 Ce™ 495, y=C,e o+ Ce ° * o ase. y=e"(] +x).
497, g5 (Crr - Ca). 408, y=de® 2%, 499, y=Cie™ "+
+ Coe™ M 4 Caa™ ™, 500,y = Cuel! =Y x4 ol +VThs
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601. y=C1+ Cax + Cox* + C’ + 7% (Cy - Cyx). 502, y=

=e‘(c. cos%-l-f;E sen %J 503, p=CepetX
¥ A{Cocos V3 x 4 Cysen Vi), 504, yom=(C) 4 Crx)e™™ 4
+(Cacos2x 4 Cisen2xYe™  BOS, y=e*senx. 506, y=ef X
% {cosV 2x + ¥ Tsen VTu). 807. y=Cre*4Coe e~ %
¥ ACycos 2x + Cysen2x). 508. y= Ce¥4 Cpe™ ™ 4

+(Ca+ Cocos x4 Cysenx)e™ 509, y=Cye" + Cae™" + Cye~ 2.
510, y=C; + Cre“cosx + Cye¥senn, SIL y=Cie™" + Cpe* +
+ Cieosx - C, sen x. 512, y=0)+ Cox 4 Cax? 4 ... + Cyp2®

X
513. §=Cie” "+ Coxe™ + Cie™  5ld. y=C, -+ Coe* + Ce 2.
515, pp=Ax'4 Ax 4+ Ay 516, pu=Ax" 4+ At 4 Ay
BIT. yy= At b Agxd + A%, SI8. yym= (Ayy + A e™ . 519, y,=
= (A x* + Ayx}e™*, B20. == (x4 Agx) e 521, g, =
=Asenx-+ Beosx, 522 go=x{dsenx+ Brosx) 52 yp=

= x(A, sen 2x 4 B, cos 2x). 524, yp=—x(A;sen kx+ B, cos kx).
525. yp=(A,senx+ B cosx}e™ . 526. yy=x (A, senx+B, cosx)e ",
B2T. yp=Aix? 4 Ax + A, 528, gp== At Agx? 4 Agr.
529, gp= At 4 Agx® 4 Ayt 530, yp= Ayt 4+ dgxt | Aygxt
53t yp=(Aysenx+ Bycosx)x. 632, a) y,=x(de™" + A.e%).
b) wp= e~ + Ape” ¢) wom AT+ Agre™  d) yp=

= A% 4 Ape®. e) yo=Aype~ ¥ Aot 1) Yp= g%+ Apx¥e®,
533. a) yp=(A® + Agx + A3) ¥ b) yp = (A2 -k Ax® 4 Agx) o5,
) so=(Axt+ Ax’ + Agxf) ™. d) gy = (A Agx + Ay) €5,
) yp=(Aix' 4 Aux® + Agx?) e85, ) yp=(Ayx® + Agxt 4 Ay2%) o5
534. a) yp=Asenx+ Bcosx by yp==x{Asenx+ Beosx)
535. ) yp=x (A sen 2u+B cos 2¢) £, b) yp=x? (Asen 2x4-Beos 2¢) e,
536 ypm= Ax. 637. yp= Ay - Apx® L Ayx. 538, y, = Ae®. 539, g, =
=Axe™™, 540, yp = (A 4 A’} e, a1y, = AT 542, g, =

3

-
=(Apxtt Aox) e T BH3. ype= Ajet AT 544 yp= (A A,0) etr,
845, y= x{Acosbxr + B sen 5x). 546, yp=x (Acosx -+ B sen x).
547, yp—=ux(Acos4x+ Bsendx). 548. y,=(Acos2x + B sen 20)%,
B48. g, = x (A cos 2x + B sen 2x) €%, 550. yp=1x (4 cos2x 4
-} B sen 2x)e"?“, B51. yp==x(Asenhx+ Beos kx). 662 yp,=A
(A=const}.  B53. y,= A, cos x+ B, sen x + A; cos 3z 4 B; sen 3z,
564, Yp==A;x 4 Aycos Bx - B, sen 8x. 555. wpo=Adyx+ A,
B56. y,=A (A=const). 857. y,=Ax. 658. y,=Ax% 560, Yo=4
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(A=const).  B80. y,=Ax.  B8L. py,=Ax"  B62. y,=Ax,
B68. 4, = AxL B84, y,= Ae'. 565, y,= Ax’e™" 566, y, = (4,c*+
+ Aw®) &%, B87. yp = A sen 2 4 B cos 2x. 568. y, = Asenx+Bcosx.
568, yp=(Aix+ Az) sen 2x + (Byx -+ Ba) cos 2x. 570, gy =
= &7 (A sen nx - Broosnx). 571 yp=Asennx Beosnx 572, ypy=
=Asenx+ Beosx. 873, pp=Ar'e". M. y,=(Ax"+ Bx')e".
575, p=(C1 + Cax)e ™ —2. 576 y=C,+ Co™> —x. 577, y=
=Cysendx+ Cycosdx - 1. 578, y—C.-I-ng—]—C;e_’-}-%x’.

|-

x

|

678, y=C, + Cax + Cye —-%x‘. 580, y=0Cy 4 Cax 4 Cax? +

x
+C‘e"”+'é""" 681, y=0C,+ Cax+ Cyxt+Cee 3 +J;_’_
682, y=Cicosx+ Casenx =4 (C34 Cux) e+ 1. 583, y=

i 1
= (C, + Cs%) e"+i(+§+%. 84, y=Cy + Cee ¥ + 5 - £

586. y=(C; + Cax) o™ 4 {ke_x])z. 5B, g=(Cl+C,K)e-2‘+

4%, 58T, yum Crem 4 CremF — —g- xe™%, 588, y=0C +

x
+Cuel —Txr—Br. 539, y=C, + Cr~ = [%-p%)f“.

590, ¢ = Cye™ 4 Cop™ o (20x — 527 e, . 591, y=
=e“{Clsenx+C,tosx)+%. 592, y=e_?(C.sen£2_§~x+
+ Cycos 1‘;8_ z)+(xT,—‘§-+%)e‘. 5083, yn——Cle_Wg“}’-!-
+c,e(r’s‘-—-2)x_ Iisen‘Zz;;lﬁcosEx ) gide s Cyaap
4 Cysen x -+ x?senx + xcos x. 596, y=(C,+ Cpx) e™ '
%, (m?._nili::;il:;?mnmsnxl 58, y=eF(C,cos2x +

1 —;
+ Cysen 2¢) — - xe * cos 2x 597. y=C,cosaxr+ Czsenar4

2cesmx - Jsenmx
al —m

599. y-C|+C=e""'+% &* (B sen x — 2cos x). 600. y=

(m:a) 598. y = Cy+Cre* — %e" (sen x +cosx),

=e" 2 (€, cos x4 Cz sen x) + 5re™ sen x. 601. y=e~* (C,cos2x+
|
+ Cy sen 2:}—Tu"‘ cuszx+v;;.e“. 602, y=C, 4 Cpe~—

16-432 24



7 X 1 tr
(TD-— a}sanx _(T(T+ﬁ]m!x‘ 603, y=0C" 4+

3 i e‘.‘ - ?
+(C,—I—T]£‘. B04. y=Cye" + Cee ‘x+'-t"8-(l-“2-1+-l—§').
BOB, = C1e" 4 C; a"‘+£(:?—2x+2: 606, y=Ce4
+C,msx+(.',senx—-x*—3x—l 807, y= Cie¥ -+ Cyxe* -+
+('3casx+C.senx+—-—e‘ 608, y=(C, 4+ Cox) e* 4+ »* + 627 4

4 18y 4 24, enaAy—e [C,cus—x-}-(.‘;sen,. ]+—+|,3.
610, y_C|+ng+cat05‘+C;SCH-:+E+_-_—;=- 6I, y=
—--+C1x3+C,x’+C;>:+C +(——4x+65] 812, y=
—— - -4
=(Cl+-z~-—ﬁ—-)oosx+(c‘,+4)senx. 613. g=Ce™" 4
4 Caxe™% 4= 7% (= x¥ cos x + dx sen x + & cos x). Bl4. p=0C, +
X

R ! _x_‘ ...+fji21 3 815, y=
+ Cpe™ + Cye +?cosx Z- s T x). i

X -— o
=t e ¢ (C,ms ];3 J\'+C,sen£2ix)+% {¢os x — sen ),

616, y==-§— e~ *senx - ke~ 4+ ™ (Cycos x -+ Cysenx). 617, y=

-%cosx +(Cy - Cax) e+ (Co+ Cixde™ . 618, y=~;?xsen x4

-+ -;—cusﬂr+ Crcosx=k Cysenx. 619, y=Cycos 2x 4+ Cpzen 2x +

1 | | e (= ”[ -
+i—x——3§xcos2x—-l-a—x sen 2x. 620. y [-E. T)g_ +
+(C,+C,x!e“"+(C,—§-)cosx+cisenx. 62l y=C; +

-+ C,,e_"‘+(-r3—a —_x 2:)4- Le”’+Lsenﬁx - —ilﬁcoeﬂx. 622. y=

=y Csx + Cyxide € cos2x 4 Cosenlx + Et’ + 12'; 4 %xsenh.

1 =
628, y=(Cy+ Cax 4 Curll e" — g efsen2e. 6824 y=Cie b

+ {Cycos x + Cysen x) e‘+-{2v’+ 2r41) + (sen2x+3cu52x) -+

+%xe’{3senx—:asx). 625. y=C.+Cge_‘+-3-x‘—x°+2x+

= 2 4 ¥ oo ]
el -l,z . 626, y=Ce~ 4 Cye** — Frtg o b xe%%,
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4
628, g=Cie™" + Coe™™ +8 (* — 2} =% 4 3 (x* 4= 22) o=2*.

520, y:-C,onsx+Cgser1x+I—-%-cush—--;:-xsanx,

630. 9='(Cj €05 x + Cs sen x — =-cos x + x sen x)e"‘. 631 y=

1 1
627, y=0, ms2x+€,senﬁ.’x-l-?e’-i-z{—-senz.r»ms?x).

2

=(C, cos x + Cysen x4 1)a‘”+ +139°082x-—ﬁ%sen2x 832, y=

1
=-(C’.cosx+Cgsenx+5—?139"¥)9x- 633, y =0 + Ce¥* —

__%sx_‘_ﬂ.*%“e“_f, ﬁad.ym(c|coszx+l:‘gsen2x+

1
cof =

+Esen 2x) e+ 26k 1. 685, g=(C\+ Cox) e + x4+ 1 +

—

|
+ = (4 cos x + 3 sen x) + g oos 2x. 636, y=(C\+Cax) e~ 4 I 4-sen x4

a x
637. y-:(f.“cus%{x-i-czsen «V;x) ¢ 4

4+ ¥ —x—2—cosx 638. y=(C;+C;x)e‘3r+%+%xae“3’+

cos 2x 4 7 sen 2x

+%(3fisenx—2?:usx]. 6&9.y=C|+C=e_2'—52--—%coax+
+%seﬂx—%(senﬂx+cusﬂx]. 6840, y=e™ — 23 4y
B41. g-—-é-(cos.’ix+sen 3 — &™) 642, y =% (cos x —~ 2sen ¥) +
e+ DPen 643. y (x+ %] e +~;—(4 sen & — 3 cos ).
844, y=cosx + xsenx 645, y=cos2x +% (sen 2x + sen x).
846. y = (1 — 3x) 83”+J;—2+-25};+3L. 647. y={4x+2}e”+%yzek.
648, y-:Smos?x+%sen 2x + 2 (sen 21~'—:ns2x). 649, y=—4 4

4+2¢% + &7 ¥ (sen x—2cos x), 660, y = — " [ncos x4 (m+ 1—2x) sen )],
651, y= % (ef—e~ ")+ 4" 852 y=cos x+2sen x+e~*—3e* + 2xe®,

X —y
ass.ya—p,_e 2sen}r—;x+2x.654.yn2xe‘ Eﬁs.ysicmx.
656. y=sen2r. 657. y=—1. 658, y=cosx. 659, y=e ',
660, y =234 &% B61. V== 662, y=¢e" (sen x 4 cos x).

063, y=—e¢ Feoslx 064 y=(r"+x)e™5 685, y=Cyx +%.

Is* M43



066. y=-1 (C,+Cilnx) 667 ;.__'__[01 m(l’za
£ Ve
+C:sen(";jinx]]. 668, y=C,+ Calnx. 669, y= xE]2’+
+ Cafx—2). 870, y=C, (2~ 1)+ Cs(2x+ 1) In{?x-i-].l‘
671, y=C,+ Cax®+ Cyx*. 872, y=C) -+ Caln x4 Cyrd

673. y=Ci+ +C DS 67 y=C+ 2+ DX
In (2x + l}]
Ve |

Inx]-!—

2
(x4 1)?
X[ngs!" :‘2,;?-1- 1]+o:'.‘,sert

675. y=Cycoslnx +
-[-C,senlnx—]»%x[?—lnx}. 676. y=1x(C, + Calnx 4 In?x}

871. ya-l?(c.+f.‘gx‘+mx+2|n’x). 678, y= Cix + Cox® + 1

m
+ (x% - 2x) In x. 670, yu-m—f._—}-i-(.‘;x-k%. 680, y=c—;+%+
+Infx—3mx+2x 47 681, g=C.x+CIx‘+Cax‘.

682, yscl(xs—x)+C,[5r’—--I.—3{x’-—len [ ;f} ]

688, y=Cye~ + Calde? + 1), 684. yn_E;.+c,(ax_n
686, y = Cyx* -+ Ca(x + 1} = x 686, y==C,Inx+ Cox. 687, y=
=, sen x+C, sin x. 888, y=C cos (sen x)4C; sen(sen x). 689, y=I4
F—— ¢
4 Cux+C VTFA asu.y=c,x*+%+x‘. 891, y=C, (251 }+£J';- +x
692, y=x+C, cos e"4Cy5en e‘:! 693, y=C 4+ Cy3en x+senx-In|zen x|
oot y = SEC In{:;—:l;l-l—ln (D) 695, ymm '+ Cr2 Cy (261,
686, %%.—_- -:-I- % (x es la longitud del trozo de la cadena que cuelga),
B ]
” ,-l/% I {6+ V3)s, b= g, m=6. 897. 5% = 1,21, s = 02601,
] L 2
d’s o d°x
698, M —y o = km, = 699, — + k°x, x = ae",
700, y= Cycos2x 4+ Cs san2x+%:os2xin|cosﬂx |+-:;,-sen2x.

701, y=C, 05 x + Casen x+ senx-1n|tg (%-;—%)I—z 02 y=
=065 A Cae~% =1 —xe ™% 4 (6" —e™*) In (1—&™%). ?gs. y=Cie" +
A Cot(ef 1) in (14e7%). 704, y=C, cos x+Cysen x+-§<cosx-]fm

1
708, y==Cjcosx+ Czsenx—V cos2x. 7086. y=7+cle'+

9 T
4 Coe™* 4 Cye™, 707, yuﬂcl:usx+C=seax+Tcoax]:/ctgx+
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+msenth|; X, 708 y=e"(C, 4+ Cox = IV 1 + xarclg x).
708, y=(Cy~x)e " cos x+(Cy+ Insenx) e™* senx, T10. y = "+

+ Cy = cos e, 711. y—C-‘|+(.‘,e"‘+'e""!-—;-dx—ln[x|.
- -2 =13 LI,

T2 y=Cie™" + Ce™ te I x+1‘ 3. y=Cycosx+

+C,senx—cosx.[cm;dx—aenx‘|‘se;”‘dx. T4, y=Cpe™ 4

+ G 2= 1) 715, y=Ci+ Cotg x5 (1 4+ rig ).

76, y=Cynx—x+Cobx(nix=2Inx—2 77 y=

=C.{x+§)e'”+ca—x’. 718, U=Cxx+Cze’+[-§——x)ex.
1

710, y=Creos e~ 4 Casene™* ok e™% 720, y=Cye* + C, %-z-

+;_&:I‘ 721, y=Cie* 4 Czsen & + & (cos x 4 sen x).

722, y=Ce% 4 Coe™ + (25 — 1) ¥, 728, y=Cie*+ Cilnz+
$ef(r—xinedting) TH y=%Y:‘_+,:. 725. g_‘c_:s‘T'_
726. y==senx. 727, y=1\ 728, y=%‘ 729. y=%arckg’x.

l—1lnx
= WE
7. gt T3 g1 760 a) A% k0, 1, 2. b) A 4R
k=0, 1, 2, ... T761. Para cualesquiera A. 7562, a) Tiene solucitn

¥=5r b) No tiene soluctén, 763. 1) A — @ >0, y = C, cos 2nx x4
+ Casen2nnx; 2) A—w?=0, y=C 3) J.-—w=<0, ?-0.
—Ex —ﬂ-‘f[

764, y=+VF—(x—2F. 766. y(x)=T_-W——nl+

: ]
730. g_(|+;—"7)e*. 731y 782, yo=(x— 1),

— 63 (B—3) _ =05 (+x) eVix —altx=-x)¥T
it T o T80 ylr) =t te - 20T,
| — e—2m8% |+e-mv"'x.
| cha Vs (5 —xq), sha Vs (r—x.,)
767. a —_— . by y=—
}yns chaVsx, e usye cbu!_’s:u

gla e —us|x.+x1+e—m(x.-x;__e-u(:.¢,—x)+g-mn 1

758. y__‘! | — g 7085 -

1 sha, ! cha | shix
%6, 8) gy sshi\z' b} y=7 l‘m;' o v=7r scha'\ v
O y= DA 260 y=Csenks, k=0, 1, %,... 6L y=
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=C [e"‘-—e-"""‘-*'—n—e”*“)m’u—ltwe"‘*:") sen Axl, thAn=tgin
(cos An—sen An—e™"™) &"* 4" cos An—sen hn) e™*
768 gl T(eh A — cos Am) +
+ 2 {sen An—sh An) cos Ax+2 sen Ax-{ch An—cos An)
2{eh An — cos An)

763. y=‘:le'“, 764. y=—2—senx+ sen"x+—-m52x

, chancos An=l.

75 %

?35- =0 766 y=C(xInx—x 1) 767. y-{] 768, fs_"""“'
X

+3I'+ {=9’) 769. y=Cl(1-—~ﬁv+1!——_“)+

+c""( —E4dr— ) =GV T+ Cosen V).

-
770. g=c2m_—“’“(“_:.w;ﬂ_ 7. y=20, (I.+-;—+
h=t
Ldg? | Lae Belle? | 811140
tas taEs T ]"‘C" (H“ 10+1u stomet: )
x
T

m-y—f-‘ [!—-—+ +‘2_L)nx +...J+c,[x»-|_—3.|,

(—1)" g2t ; =
"‘;35 135?"' v o [2n+lJ+"']'??3'y g+
380 | 3. s;ﬂ {2 - 1)1 x2ne -
T - e
=1-3:5., {2.n+l] T y=— 24 2~ 2 +——T+%—.-.
I
o gl b=+ = Frd e T gs

I 3
=.c.(1+ R f;’) T N (R T

20y 2!t Byl
30"'?0“‘5040"' ) ”"‘5‘”3"' +3II63+3" et
23x1° 755542 26 | lxt

TR T R T 778 y=rt- Ll CpuE
E'I:"SE! t=gm 9. g=Ci, )+ G (2
4 ]
B y=CJy (+ 0 ) 8l y=C, ;e[ )+C’Y"(3J
?82.y—Cu’§2x}+ Caly [;x). 7ss,y,=;a\rz[ck;5 A+ Caj_i(x?)]‘
4
784, ye= i/x{cu (Y RC l(l":)]. 785, y= =|C1‘='(ﬂ+Csl’={x}].

786, y= L iCu @20 + Culy @0 T80, y (0= 5=+ e
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2
798 gy =1+4rx—vit .., 799, -y{x}==|+%.-+.‘%+,__
2t | 10 2t
800, y(x)—x—T+ﬁx’—... Sﬁl.y(x}—x+-ﬁ+—m-+“_
T —
W‘y(x)=l+%+%+m 8-03.9*[x)=e-‘+§e2_’;'1(x_3)=+
cos | —~ sen | = an_x,2
e+ .. B0 y(:)=§'—:ﬂ-+ﬁ-x‘-...
aa
806.5;=-§|-— %. 806. No hay soluciones periddicas.
A=a)
‘:\ cos Ax - A sen nx n?
807, y=0C=— IW”—‘ B808. yuT+

+ 4i (=1 {n? — 4) cos ix + 4n sen nx

i
W [(af =4 ] 808, y=——o+

ri=al

RS L cos 2nmx o o T
o Y P e 80 v=7 N~ x

n=| A==l
4ncos nx -+ (4 — i) sennx
(20— 1)*[{4 — ¥ + 1627] '

x={ +C,oos2!+(.‘,sen2r}
y=1+Cysen2t +Cocos 2 |

I rm(C:—C::lemCDsf—{C:+C,]e"’senr}
| y={Cysen t + Cycos f) & j
=2t | 2f
g, *=¢ ; (1 — 2t } g5, ¥=fHi+Ce 4 CaeM ]
g=e {1+ 21 y=t41+42C,e%

x=e"5 {Cycost - Cysen i}
817.

B11. No hay soluciones periddicas.

812.

B16. y—o~™ [(C) + Co) cost —

¥ = (C,=3C;t—3C ) ™ }
- (€ —Cy) sen i)

y == (Cyf 4 Cy) o™

cx=Cye™ 4 Cpe™™

—i k13
x=Ce™" 4 Cae 3
. 819.Y=% Cre¥—Coe™ ¥ - Cye! .

818, y = Cupe™! + Cre™
2= —(C+Cy) ™ - Cue™ 2 __';1 i — G (ot
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B22.

823.

828.

£30.

832.

836,

248

Y= C‘,e"" + C;sen 4t + €, cos 4¢

1 =
y=—TC,e- b +|?C;m 4!—*L03sen4f

2

z=—~}£‘1e"‘ + Cy sen 41 + Cy cos 4

y=1t—Cye' +Cycost — Cysent

x=Ce'+ Cysent + Cycos t l

z=1-4Cysent+ Cycos?

pm g g et g Gt L L

_,---—-C;e"«{n&f.‘,e —--—Q-Ce ”‘—-—a +—-em—2 i

=Gt p it L 1
z 3C|a +3-‘-'-‘ze ge +ge
1 wmael — Lo
x=C ™" } a5 % 36 i r=2(2'4e¥
; . , 825,
y="0Cpe™ y=—-;:5-e +%92! y=—gf — o™t
x=cosf+sent - x—[l—2f)e"“
g=cos! —sent : y=je
4 7
x=—5¢"gent i L
i - 820,
y=¢" fcost — Zsen i) y=_].:_£
3 g
x-—‘(sent-—?eos.‘)e" g8 r=95'+33*
y=e~'cost 2 " § =6 — 7%
x=cost } = x=— (2 4+ sent+cosf+e”t)
y=-—sent y=cosi—2""4+2
x=et Mgy } xm"/-m"'c’
=2% 141 :
v ek y=VC & +Cy
o =cl
tmxtny =C, / i
prpipac | B P te=C
xptyg=0C;

}
:
!
:
!
|
l



r= it Gy

2=, } 839 3
o el e e I ; PP B
’ i
x‘+y3r=c‘.r—f’} =0yt } f=x=0C
B40. . Bl . 2. v
y="Cux y=Cze' - x’—y‘ﬂC:]

843, Inestable. 844, [nestable, 845, Estable. 846. Estable. 847, Estable.
848, Esfable 849. Foco inestable, 850. Punto de ensilladura,
8561. Centro. B52. Foco estable. 863, Nodo inestable. 854, Nuodo
estable. 855. Nodo inestable. 856, Nodo esiable. 857. Nodo inestable,

858, u%-—-%, 8569, Inestable. 860, Estable. 861. Estable

862, Esiable. 863. Estable. 884. Inesiable. 865, Estable. 866. [nestable.
867. Estable. 868. Eslable, 889. Inestable, 870. A<C0017 871. A<0,16.
872, A<00012. 973. [Inesiable. 874. Estable. 875. Esfable,
§76. Inestable. 877. Estable. 878. Inestable, 879, Estable. 880, Estable,

881. Eslable. 882, Inestable. 883. Estable. 884, a > % 885, Siempre

inestable, 886. u>-g—. 887, a>0 of>14a® BBS. u}-:—, B0,

Op — G 4 4 < 0. B89, Eslable. 890, Estable, 881, Estable. 892. Estable.
893. Estable 894, Estable. 895. Estable. 896. Inestable, 897, [nestable.
8GR, Inestable. 899, Inestable. 900. Eslable. 901. Inestable.
902. Estable 803. Estable 904, Inestable. 905. Inestable
006, lnestable. 907. Inestable, 908. x=0 inestable. x=1‘41
estable, 909. x=={ estable. x==¢' inestable. 810. x=={ para ¢ <0
y x=—1 para (>0, estable. B11. x=0 es estable para {<0:

912. x==1 es estable. x=e""', inestable. 813. Inestable.

914. Inesh:hle. 915 —f;——ﬁ,—a—%. 818. -ps? +%+_:,._
017, B‘p,p. 918, -[-H_‘T),—. 919, _.—...—{P2_’l}, ;
920. 'ﬁf_;f_:%" v21. {—p-_ﬁ—l-st”l 922, F—_o?}ml'_‘
. 3| Gt T P T

928, —— 2= __  gg, lp—a)cosp —senp o arclg—-.
P

VZ pt—dp+5 (p— @)’}
928, n:ct—l—— 929, —-—-Q-DL-—— 930 4
- MR TR T T TSN
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i 2p P+ 20p
PR oS 932, — 2 PR e i/ S
i [ "+ 1)? ol + 4057+ 144
! 4 32 a1 iy
934, .:;_-f-ﬁﬁ_ 935. E"’EH sent—3cost}e™ ¥ 936, techat,
937, ¢*, 938, ¢™—o'. 030. —r’ Etos]/“!-}-?ii-e % sen 4:21{_
!
V3 "3 V3 2 -1 V3 Ui
940, —g—e sens— (—fe “cos—s—tf 941 3(3 =
— ae) w2 (VT -0l (VT 1) —2y2 e VT
!
043 2 s Toen L3 4 080, L (st —sen 1), 945. cos 2 (1—2) 1 (1—2),
Vi 2 2
i
046. T seuS(t —— (r - —) 047, 3% e,

948, 2% casl‘r31+v eHsen V3 1. 949, (sll:—K;_sgu]fa :)

3 3 . ~
950, (1——5—)11(:—-2—} 851. xmeH ¥

952, ¢ = — (22424 1). 953, r =sent, 964, v = e~ fsen (—cos f.

f—2 _ i E
5 e~ 958, = +3e’ ;a'a'. 957. s,

955, x= 5

1 1=
958, r=12. 989, x=§f. 960. x = 7

961, r=y2—3f4,

962, xo=~{(F 4141} 983, re=m 4 b4 1 e

34 3 —
964. x=f’-—2—r’+7‘,-f. 4B5. \'=3—f§2—t— 966. x=seni+ e’

tlat4 1) o2
56

967. r=2— 964. rm(i?—-—f..{_j)gz"

]
7
089. :—(‘Is'+f —E)eT. 970, x=(l+fHe ™ (1 —1t)e ¥,
971, xnfg(ae"-zs‘”}_ 972, x=1|'§s“?‘, 973, x = e'~hcos f—sent.
070. x=3( + 4 sendt. 975. x—f(sen 2£+-:Toos2f).
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076,

978.

980.

983.

986,

988.

893.

aa7.

999.

t—=1

= ]

fcos { 4+ sen f).

r=eM [(1 — fjcos { 4 (1 4 1) sen ¢].

e ——,

4

x=—_:—ﬂ—-ms2-'+rsen2ﬁ. 984, x =1, 985.

e
yom 38— 9o

}

x.:—%-+—'%cos!2f—35en2l

981, x=1d,

977. AT = (366" 4 1) cos 3/ — 6 sen 3.

979, x=i - |4 26"

0982, x =41 (sen ¢ —cosl)

|
|

x=e et
=y~
r=2¢ (cos t = Dsent)

987.
y=2¢' (3sent - cosi)

pom g
13 B yme '
y="3 143003 2+ - sen
6oy e 8 3
,-_34.;_.3‘9 l?cosf+1.._,scn.‘
2 .82 « 4 4
ya—ie+mn +I? cos 7 sent
y=2 e x=-|+39”+e""
y=—24de' —te' |. 992, y=e"—e .
2= — 24 et — 1t 224 267

r=3—2¢""
y=e~! -

z=et—-3

x=e'+sent }
y=e'—sent |

xuf—i-{-e'

6

[ ’
y-al-l-'z‘f —
r=1141

y-—%!’

b -

o6k x=2(1 —e™f = te™") l

y==2—f—?£-‘-2l'l-’

x-cusf+e'ﬁ-r

6 ym-lz-(:ust —C_VF) '

x—l2(ch.'-ll—-;—-‘-shl'|
g=Tlesht— 1T (chi 1)

].

x=e"(2cos ! —seni)
y=¢'(3cost+sent)
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Tabla de las funcl ohjeto

r

y sus imagenes

-
M de orden Funcién.objato f (1) Imagen th-J Fifye Pty
1. ! s
]
2, " (a=1,2..) ~p—:_'{-_1.
3 £ a>—1) EL‘;_‘EJL
il
Al ]
4. & =%
W
5. sen @l P
p‘_
B, cos ol P
7. h ot 2]
' s =T
8, ch wt -
p—o
i ! —ap
9. sen{f —a) (x>0) F )
10. cos {t—a) (a>0) F%a"“
1
1. M (a=1, 2 ...) N
fP—J-Jn'H
I+ 1)
. (oM -1
12 e (G>I' . ) Tp— Aot
t ®
13. £ sen ot =0 F
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oo
M de arden Funcidn-cbjeto f{f) Imagen Fipl—nr fl.ljc_" dt
A — A
14, e* cos ot = T
15, ¢ sen of ﬁ,)—,
LTS 4
16. 1 cos of f_:ﬁ
(Vo +1-p)
7. In() (n=0,1, 2,...})
5 Ve F1
arcetg p
3 1t
18, s >
—~a VE
a Y e
19, Erf = 0
E (?Vt ) w9 P
L(nd-0)
20, int P

donde ¢==0,57722 es la
constante de Euler




A nuestros lectores:

“Mir” edita libros soviéticos traducidos al espaiiol,
inglés, francés, &rabe y otros idiomas extranjeros,
Entre ellos figuran las mejores obras do las distintas
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CALCULO DE VARIACIONES

de M. Krasnov, G. Makarenko, A. Kiseliov

Loz autores de este libro son Mijail Krasnov, Grigori Makarenko,
candidatos a doctores en clencias fisico-matemfticas y docentes del
Instituto Energétice de Moscu, y Alexandr Kiseliov, colaborador
cientifico superior del Instituto Unificado de Investigaciones Nucleares
de la ciudad de Dubna.

Este compendio contiene problemas y ejercicios dedicados a ilustrar
los diferentes principios de la teorfa ¥ los métodos de resolucién de
las ecunciones por el cdleule de variaciones.

Al principio de cada capitulo se resumen los resultados principales,
se exponen los conocimientos tedricos necesarios, las férmulas reque-
ridas y se estudian con gran detalle ejemplos tipicos ilustrati-
oS,

Este manual contiene mas de 100 ejemplos analizados y 230 problemas
destinados pars resolverso independiontemente. Unos problemas
5 pafian con las respuestas, otros, con laz Teferencias de cémo
deben resolverse.

La ohra ostéd dirigida a los est de los centros de ensefianza
téenica superior quo se especializan en los céleul tomiiti

Formato 14,5 % 22 cm. Encuadernade en tela con sobrecubierta,
200 pégs.



Gorddén V. y otros
Problemas de geometria descriptiva

Este libro ha sido elaborado de acuerdo con el material expuesto
en el manual de V., 0. Gorddp «Curso de geometria descriptivas,
siendo su pl to. Sin embargo, esto no excluye la posibili-
dad de utilizar otros manuales, puesto que para comprender los

roblemas do dicho libre solamente se requiere conocer las tesis
undamentales que dehe poseer todo manual.

Esta recopilacién muestra el proceso utilizado para resolver pro-
hlemas tipo, que aclaran tesis fundamentales del curso de geometria
r]eac.rig!.iva. dando soluciones detalladas de una serie de problemas,

Al final del libro se ran las respuestas a los probl

puestoe. Estas resp e dan en forma textual o grifica, en
funcién del cardcter de los problemas,

La seleccién de prabl c! su cantidad
y contenido, garantiza el aprendizaje del material tedrico del curso
general de Eeometria descriptiva.

Los problemas de geometria han sido elegidos segin programas
ue sirven para los estudiantes de lasespecialidades de construccion
@ maquinarias, de aparatos y mecdnico-tecnolégicas de los centros

de enseiianza técnica superior,

£a a




